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IMPEAI'OBOP AYTOPA

Osaj yubeHuK HamereH je uumaoyy Koju ce TO TIpBU IyT cycpehe ca
MYTMUOUCYUNTUHAPHOM 00aauhy KeaHmHe UHGopmamuke U K8AHMHOZ PAYYHALA.
H360p mema je nao Ha one Koje ce He Mo2y 3a00uhu HU Y jeOHOM NPUKA3Y, CA HATACKOM
Ha npucmyn ca cmanoguwma meopujcke @usuke. Ilocebnocm mekcma nexcu y
UHCUCMUPAILY HA 8AACHOCMU CAMUX OCHOBA K6AHMHE MeXaHuKe 3a 001acm K8aHmHe
uHGhopmamuke u K6AHMHO2 pauyHarea. Y 6e3u ca mum nocebHa naxcroa NOKIOMweHa je
MemMama K8aHMHo2 Meperbd, AHCAMOAICKOM NPUCMYNY KBAHMHe MeXAHUKe, ne MeChiy
nojMa nojeouHauHoz cucmema y 0CHO8ama KeaHmue mexaunuke. Penamueno marou 6poj
mema omoeyhyje muxo8o oemasHuje, QU3UUKO U MAMeMamuiko, npeocmasbarse ca
Moeyhnowhy npowupersa caopoicaja 00 HUB0A NPOPECUOHATHO2, UCHMPANCUBAYUKOR
paoa saunmepecogarnoe wumaoya. Paou pacmepeherwa mexcma u naKwee yumarsa,
HeKu demasbu (Ha npumep, HeKu 00Ka3u) 0amu ¢y y 000ayuma Ha Kpajy mekcma, Kao u
KpO3 3a0amKe HA Kpajy c8aKoe Noeiassbd — HeKu 00 Mux 3a0amakd cy peuieHu, da
ocmanu 0Cmas/beHu 3a Camocmanny pao, yume he uumaoyu mohu 0a nposeepe cgoje
pasymesarse u cagiaoasarve caopaicaja. Hucy pewienu céu medcu 3a0ayu, a HeKu 1aKu
3a0ayu cy peuteHu — u3 ,,nedacowkux‘’ pazioea. Texcmoeu uz080jeHu y OKSUpUMA
(YOK8UpeHU) y 2NA6HUHU MEKCMAa UMA]y 8uuecmpyky cepxy. Hexu o0 rux ciysce Kao
noocemuuyu Ha caopoicaje Koju Ou uumaoyy moenu oumu noswamu. /[pyeu, nak,
uzosajajy eajicHe cmagose u uckaze, 00Kk mpehu (0ouuHo maroum GoHmom) ucmudy
HeKe 0emasbe Koju ce npu nPeom Yumarsy Moy 3aoouhiu.

Ilpea mpu nocnaéma cy yeooua. Ty cy oamu ocHo8HU nojmosu (U Oeo
dopmanuzma, nocebno Gopmanuzma KeaHmue Mexawuke) Koju ¢y 00 HenocpeoHoz
uHmepeca 3a cpeduuirbe meme obpahene y noanagmuma noves 00 Iloznasmwa IV. Unax,
MEKCM je NUCAH ca HAMEPOM Od YUMAlAy He MOpd mpazamu no Iumepamypu 3d
pasjauirberbem caopatcaja, OCUM ako ce paou o ambuyuosHujem yumaoyy. Hapasno,
CBAKA KPUMUKA Y 080M CMUCTY je 000podoulia.

Ilosépemena npomena onma mexcma Koju je YOKGUDEH je CMUULbEHA KAo
ucmuyarbe nocebHo 8adXdcHux mecma y uznazarny. Hamepa aymopa je oa mume obezbeou
Mmozyhinocm 6p30e, NOBPUIHOZ YUMArLd Camo mux 0e108a mekcmd, a 0a YUmanay unax
Modice uzsyhu Heke Kopuche ungopmayuje Ha meme Koje ce oopahyjy.

00 eenuxe nomohu y KOHAUHOM y0OIUYer) 0802 YUbeHUuKa Oune cy cysecmuje u
Muuiverne peyensenama, op ejana Paxosuha u Op Bnaoumupa Llgjemkosuha.
Taxcmuso yumarse panujux eep3uja mexcma u komemapu mp Jacmune Jexnuh-/yeuh
3HamHo cy onaxkwane pao aymopy. Ceuma rwuma sHeeaum 0a YRymum u3pase UcKpeHe
3axeannocmu. Hapaeno, 3a mocyhe, npocmane epeuike u Hedocmamie mekcma, aymop
je jeounu 002080paH.

V¥ Kparyjesiy,
netra I'ocmoamer 2009.

ITPECEK CAAPXKAJA



3a Hecmpn.buee

e QOcnosna_udeja. Ctamba KBAaHTHOT cucTeMa (,,KBaHTHOT XapjaBepa‘)
KOPUCTHTU Kao UHpopMamuyku pecypc: MaHUIYJAIMjOM CTamba
00aBUTH KOpHCHA HH(POPMATHUYKA MPOIECHparba.

o Ocnosénu __nocmynam. Iloctynak (Tmporec) Keéanmnoz mepersa
o0e30ehyje knacuuny ungpopmauujy o cucremy (Ha KojeM ce oOaBsba
Mepeme). OBa wuHpopManuja ce THYE TMOJaTaka O BpPEIHOCTHMA
¢u3nUKNX BennuMHa (oricepBaliIn) H/IIU CTamba CUCTEMA.

e  Onwimu cmag. Kaxko roj Oniy KOHCTpyHCaHU M KOPUIINEHHU, KIACUYHU
pauynapu Hehe mohu edrkacHo 1a 00aBIbajy U3BECHE 3a]1aTKE, O] KOJUX
Cy HEKH JIaku 3a 00aBibame MoMohy KBaHTHUX padyHapa.

& Keanmnu ungpopmamuuku aumum: Yax v kaja ce 0 CUCTEMY 3HA HajBHIIE IITO
ce MOXKe, TIOCTOju HeozipeheHOCT (HejeTHO3HAYHOCT) BPEIHOCTH HEKUX BEITUYMHA
(oncepBabmnm) cucreMa — KBaHTHa Heonpehenoct (penanuje HeoapehenocTn).

¥ Keanmna necenapadunnocm (cniemenocm - _entanglement): lloncucremu
CIIO)KEHUX (BUIICUYECTUYHUX ) KBAHTHUX CHCTEMa HE MOPajy UMaTH CBOja CTama.

¢ Hegsarcerve creoehux ocpanuuerpa Kiacuune un@opmamure:

(a) PasmeHom jemHor (u3MUKOr OMTa MOXKE CE€ Pa3MEHUTH Hajeuuie jeoaun oOum
uHpopmaruje.

(6) He nocmoju odoxasuso noyzoan TPOTOKOJN 3a pa3MEHY ,,TajHUX KJbydeBa“ y
MPOTOKOJIMMA KpurTorpaguje.

(B) Uspauynasarwe hakmopusayuje senuxux opojesa u ,,0UucCKpemHoe io2apumma’
3axTeBa ,,6KCNOHEHYUjanHo " BpeMe 1/IIU XapIBep.

& Keanmmuu pauynapu nocedHne cepxe pPauyyHCKU JIAKO CUMYIUPA]Y Cl0MHCEHE
KéaHmHe cucmeme, 3amra cy (OWI0 KaKBOM) KJIACHYHOM padyHapy MNOTPEOHHU
€KCITOHEHIINjaJTHO BETUKHA BPEMEHCKHU PECypCH.




CTPYKTYPA TEKCTA

[IpBa nBa mornaBsba Cy CacBMM OIIIITA, YBOJHA U HAMEH-EHA Cy OCHOBama
Teopujcke MHPOpMATHKE M KBAaHTHE MeXaHUKe. UWTaolu YMO3HaTH ca OBUM
campkajuMa Mory npehw Ha HapeHa IOTJIaBJhba KOJUMa 3allOYMELE MPABH CaIPIKaj
kBaHTHe HH(popmartuke. Tpehe mormaBibe je paspaga TeMe Mepema y KBaHTHO)
MEXaHMLM U MPEeJCTaB/ba YHEKOIUKO 3ace0aH J1e0, MaKo MpHIaga OCHOBaMa KBaHTHE
MEeXaHHKe.

[Tormaema IV mo VIII mpencraBrbajy HeKy BpcTy WHGOPMATHYKOT YHTaHha
caJprkaja CTaHJApIHOT Kypca HEpeNaTUBHCTHYKE KBAaHTHE MEXaHHMKE, Ca OCHOBHMM
[I0JMOBHMA U TIPUIIPEMOM 32 Hape/IHa J[Ba MOrJIaBJba. J{eBeTo MmoriaBsbe ce THUe HEKUX
criel(pUUHUX KBAHTHO-MH()OPMATUUKHX 33aTaKa y yKEM CMHUCIY TEOpHje KBaHTHE
nHpopmaruke. JleceTo nmornassbe je mocBeheHo caMo TEMH KBAaHTHOT padyHarba.

Canpikaj je mpunaroheH cieaehuM nupeBrMa: () MOjMOBHOM PAITUUIIINABALY
nHpOpMATHUKE aHAIM3e¢ KBaHTHE MexaHuke, (0) ucThiamy GU3NYKUX OCHOBA
pa3nMKOBama KJIacMyHe M KBaHTHE HH(popmaimje, (B) yro3HaBamwy Ca OCHOBHUM
MPOTOKOJIMMA KBaHTHE MH(OPMATHKE y YKEM CMHCIY, (T) YIIO3HaBamby ca OCHOBaMa
KBaHTHOI payyHama U eJIEMEHTapHHX, METOJCKUX KBAaHTHUX anroputama. OBuMe je
YCIIOCTaBJEHA OCHOBA 32 Ty0JbE U IIUPE YIIO3HABALE Ca CIIOKEHU)UM CaIpyKajiMa Yuju
Ce CMMCaK M CaJpraj HEMpecTaHO LIMPH, a MOCeOHO ca KBaHTHUM IPOTOKOIUMA U
anroputMuMa. Onpelene obiacTu KBaHTHE MH(OpMATHKE (Kao IITO Cy: Kanayumem
uHgopmamuykoe Kawaia, nonpaeke epewiaka WM fault-tolerant  pauynarve,
eKCNepUMEeHMANHA K8AHMHA UHGOpMAmuKa) OBJe HUCY TpeICTaBJbeHEe, jep Ou To
3aXTeBaJI0 MHOT'O BHILIE TPOCTOPA M CKPEHYJIO NMaXKihy ca OCHOBA — KOj€ Cy IVIaBHA TeMa
tekcra. Konauno, Beh cana, caapikaj cBUX 00JacTH KBaHTHE MH(POpPMATHKE 3arpemMa
YHTaBy jelHy Maly OMOJIMOTEKY KOja ce HempecTaHo oOorahyje HOBMM Ca3HamHMA.
Otyna, ka0 HacTaBak Ha OBaj Kypc, MpErnopydyjeMo Kmury M. A. Nielsen and I L.
Chuang, “Quantum Computation and Quantum Information” (Cambridge University Press,
2000, Cambridge, UK), K0ja je Ha HUBOY IOCIEAUIIOMCKUX CTYHja T€ MPEICTaBba
HEOIXO/IHO W He3a00MIa3HO IITHBO 33 CBE 3aMHTEPECOBaHE 3a MPO(ECHOHATHU U
HCTPXUBAYKHU pajl y 00J1acTH KBaHTHE WH(POPMATHKE.

IToceGHa HamMeHa OBOT TEKCTa je J1a MOCITY>KH Kao W3BOP 3a CTyJAEHTE (U3HKeE
(MacTep cTynje) KOju CIyIajy HacTaBy U3 peaMeTa kBanTHa nHpopmaruka Ha [IM®
y KparyjeBiy, anu u kao MojpHIKa CIMYHMM KypceBUMa Ha ENeKTpoTeXHHYKOM
daxynrery y beorpany u na [IM® y Humry.



O3HAKE U CKPAREHUIIE

Li=
5,=0, { J - Kponexeposa oenma
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0, 6mo koja mBa MHACKCA MehycoOHO jeaHaka

& 11, LMKIMYHE IEPMyTaL|je MHACKCA - cumbon Jlesu-Husuma
—1, aHTHLUKJINYHE IEpMyTalllje HHAEeKCa

Ay B, = z B - IPUMEp AJHIUTAJHOBE KOHBEHLHjE O cabuparby

Up =eh/ 2mc , € - HaelleKTpUCcamke U m -Maca KBaHTHE dyecthne, i =h/2x , h-IlnankoBa

KOHCTaHTa, ¢ -Op3uHa CBETJIOCTH Y BaKyyMy,

Jlupakosa cumbonuxa (Homayuja)
|¢//> - eJleMeHT XUIIOEepPTOBOT MPOCTOPa, CTamhe KBAHTHOT CHCTEMA

<¢//| ;() - CKaJJapHH MPOU3BOJ (CTama) Y XHUI0epTOBOM IPOCTOPY

A - oneparop Ha XH6epToBOM IPOCTOPY
<1//|;1| ;() - MATPHYHH eIEMEHT orepatopa A

w (A4,

l//>,[0{, ,b’]) - BepoBaTHONA 11a ce MepemeM orcepBadiie (EpMHUTCKOT oIepaTopa) A,

Ha aHcamOIty y ctamy |/), no6uje pesynrar y untepsany [, ] .

AA - cTaHgapIHO CTATHCTHYKO OJICTyTAamke orcepBadie A
£ - CTATUCTHYKH onepartop (,,MaTpulia rycTuHe )

|‘P>1 , - CTame IBOYECTHYHOT cucTema (dectrue 1 u 2)

tr, - ,apryjaran Tpar' (,,HHTerpajbebe CTEIECHH CII000Ie™ i -T€ YSCTHUIIE CIIOKEHOT

1

CHUCTEMA)

Jlozuuke onepayuje

CNOT (wmu XOR) — uckspyunso MJIN

T - Onepamuja 7/8

S (S=T?%)-Onepaumja /4 - «paza»

H - A,[[aMaPOBa (Haddamard) onieparuja

C-U - koHTponucana (yHuTapHa) oreparuja U
X=0,Y=0,Z=0.; o, - [laynujesu oneparopu

Hexe ckpahenuye

AKKO — ,, KO U CAMO aKo “*

BB84 — Bennett-Brasard xpuntuorpadCcKu IpOTOKOI
CNOT (wmu XOR) — Controlled-NOT (wmu Exclusive OR)
KI®T — Keautau quckpetau Oypujeos Tpancdopm
POVM (Positive Valued Operator Measure)

I[ICKO — noTiryH Kyl KOMIaTHOMITHHAX OTICEepBa0IH
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| OCHOBHM IOJMOBHU TEOPUJCKE HH®OPMATUKE

Teopujcka mH(DOpMaTHKA MpEACTaB/ba MATEMATUIKy U (PU3UUYKY OCHOBY
npoyecuparea uHgopmayuja. Y OBOM KpaTKOM M HAMEHCKOM IIpErJiey OCHOBA
TEOpHjcKe HMH(OpPMATHKE HArjacak je CTaB/beH Ha OCHOBHE IOJMOBE U HHHXOBY
MOBE3aHOCT, KA0 M HEKa OrpaHHYCHa KIIACHYHE TEOPUjCKe MHPOpPMATHKE, a CBE y
CITY)KOM HapeJHUX IOTJIaBJba MOCBeNeHNX OCHOBaMa KBaHTHE MH(OpMaTHKe. 3a BHIIIE
JieTajba Mopa ce KOHCYNITOBAaTH oJroBapajyha qureparypa koja je HaBenaeHa y OKBupy
HWKE, Ka0 U Ha KPajy OBOT TIOTJIaBJba.

1.1 Hojam ungpopmauuje. Illenonoea ungpopmayuja

Unghopmayuja je mojam xoju ce 00MIHO He deqhunuuse. OBaj TI0jaM MOTHYE O/
CBaKOJIHEBHUX TOTpeda KoOje TMOJApa3yMeBajy I-EroBe pasnuuTe yroTpede. Y
TEOPHJCKO] MHPOpPMATHLIM OTyJa IOCTOje M pa3NuuTe ,BpcTe HHpOpMaImja‘:
aKTyelHa, alnropuTamcka, [/lenonosa, @uniepoBa, KBaHTHA.

I'maBau  3a0amax  uumgpopmamuxe je  bapamare  uHgopmayujama
(mpouecupame MHPOpMaIMja) 3aliTa ce cMaTpa Ja je, y 3aBUCHOCTH O] KOHTEKCTa
W/WITM KOHKPETHOT 3aJ]aTKa, HHTYUTUBHO jacaH MojaM. Y BE3H ca TUM CYy U TyMauema
pa3nmuuuTUX Mepa ungopmayuje. Moxe ce pehn nma je 3a cBe mpakTU4YHE MOTpede
TeopHjcka nH(OPMATHKA 3a0KPYKEH CUCTEM HUCKYCTBa M 3HAA.

Enementapuu mocrtymiu koduparwa (C) u oexooupawa (D) mnopyka
MPENCTaBJbajy IMOCTYNKE Mpernuca Mopyka y ¢opmarna cioBa W peun. Ha
puMep, 32 KOJUPAkE CIIOBA @ U 0, JOBOJHHO je KOPUCTUTH JiBa CUMOOJIA, J1Ba
Gopmanna crosa, o3Haunmo ux ca 0 u 1. Tako ce Koaupame U JEKOTUPAHE MOXKE
MPEJICTaBUTH:

a—C50, 6—S51 (1.1)
0—2 54 1254 (1.2)

Ckyn {0,1} , T3B. Oum, TIpeACTaBiba (YopmanHa cnosa O] KOJUX Ce
usrpalyjy ¢popmanne pedeHuIe Kojuma ce Koaupajy kesbene nopyke. [lpu Tome
ce monapa3dyMeBa na 00e (cBe) cTpaHe y KOMYHHUKAILUJU PACIONaXy HCTHUM
MOCTYHIMMA KOJUPamba U JCKOIMparba, 3a koje Baxku D =C™,

3a KoiMpame TPHU CIIOBa, MaK, 0J] CKyIa GopMaiHUX cioBa, 0, 1, moTpedHo
je moeehatu O6poj koMOMHaNMja HyJA ¥ jeTUHHLIA, HIIP.

a——-00, 6—5—>01, 6—-10, (1.3)

IITO MOKa3yje /a je 3a KoAupame TPH clioBa 10BosbHO 2" =3 = n =log, 3=1.58
cumOouia (buta) y Hu3y. HapaBHo, kako je 6poj cumbouna 11eo 6poj, To je HajMame
noTpebHo N :[Iog2 3] =2 cum0OoIa; cpe/ma 3arpajaa ykasyje Ha HajMamH 1e0

Opoj Behu o1 BpeTHOCTH Y 3arpajiu.




Tako ce 3a N ciioBa KOja YHHE MOPYKY 3aXTE€Ba MaKap
n=[log, N] (1.4)

KOMOUWHAIMja HyJIa ¥ jenuHuIa (OpMaTHHUX CIIOBA).

Csu nocmynyu Kooupara u 0ekoouparba UMajy UCTY, OBJIC TIPEICTaBIbEHY
udejy: IpecIrKaBamba CKyloBa HyJlla M jeIMHALIA jeHE JTY)KHUHE, Y CKYIIOBE HYJA U
JemMHUIIA, y ONIITEM CITy4ajy, Apyre aykuHe. Tako ce pasmMeHa mopyka CBOIM Ha
pa3MeHy M orepalyje Haja CKyrmoBuMa (popMaiHuX cloBa, (POpMATIHUX pedd U
PEUYEHMIIA, IIITO MPOIIECHParby MH(POPMAIIH]E 1aje OCHOBY YHUBEP3ATIHOCHU Y TIDUMEHHU.

VY noneuemy, rojaMm uHpOpMaLje YOrire, na u, 13B., [llleHoHOBE nHpOpMarje,
HHje CACBUM MHTYWUTHBaH. T0O je YMHOTOME MOCIIeIUIIA CBAKOJTHEBHE YHILECHUIIE JIa Ce
ucTu nojam (uH(popmalirje) Be3yje 3a HeKe akTyenHe, Tekyhe norahaje (kao, HIIp., 1a JIu
je Ilapmuzan nobemmo [lpseny 36e30y ca 3 mpema 0, wm ca 5 nmpema 1). Teopujcka
nHpopMaTHKa Oapara MPErU3HUM ONepaTUBHUM JAehuHHUIMjaMa HH(OpMAIje Kpo3
Mepy uHgpopmayuje KakBa je, Ha TIpUMeEp, T3B., [llenonosa enmponuja (BUACTH OKBUP
Hwke). Otyna ce y uHGOpMAaTHIIM MOPa OMPE3HO OCIakaT Ha UHTYULH]Y.

Heka je 3amarak pasmena caapixkaja ,,l opckor Bujenna“ usmely nBe ctpane y
KoMyHUKanuju. Tana ce \eros cajapxaj Mopa KoJaupaTH THME mTo he cBa cioBa
a30yke OWTH KoaupaHa @opmarnum closuma, HOp., HyJaMa ¥ jeIWHHIIAMA.

Cxozmmo u3pasy (1.4), 3a oBo je norpe6uo Nn=[log,30~4.9]=5 nyna wim

jemuauna. IloeHTa JIeKHW y YMHBCHHUIN J1a, Y PEATHOM KOMYHHIIMpamy, HHje
yHampea mo3Haro koja he ce ped (Wi pedeHWIa) y KOMyHUKAIU]H TTOjaBUTH.
Otyna pa3MmeHa (KOJAUpPaHUX) MOPYKa UMa OCOOMHY CHIOXACMUYHOCMU — HU]E
yHampeJ mo3Hato koje (opmMaaHO ClIOBO, Tj., HU3 (GOPMAIHUX CJIOBa, he OuUTH
ynotpebsbeH. KomOunanuje popmannux ciosa aajy cumobon X, (Onespak 1.3),

KOJU C€ MOXKE€ II0jaBUTH Ca HEKOM BepoBaTHOhoMm p,. 3aro ce Kaxe Ja

NOUIMJbANIAIl  MOPYKE  MPEACTaBba  U360p  TOPYKE  KOjer  OIJIHKYje
CMOXacmuyHOCM.

[Toceban 3amatak 3a geiuxo N je 3alaTaK caxcumared (Qopmannux)
nopyka, 4MMe ce BPILIMW YIITeNa y pecypcuMa — y Opojy KopumIheHHX Hyna |
jenuuuia. OBaj 3amarak noctasuo je u perno Ilexnon (Shannon 1948, Shannon
and Weaver 1963) y Bugy Teopema Koju Hoce meroBo ume. Mcemocrasipa ce na
BeIMYMHA Koja onpelhyje HajMamu Opoj MOTpeOHUX HyJda M jJeIUHMLA 3a
cCaKuMame BpJIO Iyrux nopyka (kakas je ,,l'opcku Bujenan‘) koje ce jomr moey
yCIEIIHO JAeKoAupaTH, o3HayeHa ca H, u koja ce HasuBa Illenonosa
enmponuja, nma 00IuK:

H = _Z pi I0g2 Y (1-5)

rJie MHJIeKC | mpedpojaBa ropwe cumboiie ;. Benmnunna H ce jomn HasuBa u
Illenonoeom unghopmayujom.
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Illenonosa enmponuja je mepa (Lllenonose) ungopmauuje, ca npa
Moryha (Mel)ycoOHO KOMITTIEeMEHTapHa) TyMaueHha:

(a) H mpencrasiba Mepy Heno3nasarma canpixaja Mopyke npe OunTaBama

nopyxke,

(6) H mpencraBiba Mepy Oodujene ungopmayuje nocie OYNTaBAbHA

TIOpYKe.

OBne cy oumriienne cnenche ocodune IllenonoBe mHpOpMaIHje: ako je
cajpKaj Lopyke ywanpeo noswam, Tj., P =1, nox p; =0,Vi=#iy, nema HuKaxse

ungpopmayuje - H =0. A napopmanyja je MakcUMaIHa ako P, = Const., mro 3a
6poj N cumbona X, naje p,=N"', 1. H=H__ =log, N .

Dopmanno, nakne, ungopmayuja ce MPecTaBba Kao CroxacmuyKku u3eop
cnosa, U 3a (PUKCUPAH CKyIl cI0Ba (CHMOOJIE X, 3a KOJe Ce MPETIOCTaBba Jia Cy

YHAIpel 3a/1aTh) Ce npedcmas/ba CKynom eeposamuoha, {pi} , Koje neuHUITY

n3pas (1.5), ca rope HarjaneHuM TymauemhHMa OBOT M3pasa.

1.2 Ilooena ungpopmamuxe u onwmu 3a0auu

I'pybo roBopehu, Teopujcka nHpopMaTHKa ce MOKE TIOJICTUTH Ha MHpopmamuky
xkomyHukayuja u Teopujcrko payynapcmeso. I1pBa 061acT noapasymeBa 3aJaTKe pa3MeHe
KoaMpaHux caapxkaja (,mHpopmamnuja’“) wm3mehy (Makap) nBe cTpaHe, Koje ce
yoOunuajeHo o3HauaBajy kao Azuca u boo. Tlopen xomupama 1 AeKOAUpama caapxaja,
CPEIMILIEbY 3a/aTaK je KOPEKIMja TpelaKa ycliell, T3B., Cnosbauirbee uiyma (SHIIL:
NOISe), Tj., CMETHHU KOj¢ MOTHYY M3 OKPYKEHba, a KOje MOT'Y MMPOMEHHUTH (KOAUPAHH)
caJpikaj pa3MemheHX Mopyka. [Ipyra obnacT npeacraBba MaTeMaTuuky (pOpMyaujy
OIMIITEr 3ajJaTKa pauyHarea (€HIJ.: computing, computation), mro mompasymeBa u
MOCTYIIKE KOpEKIMje TpeliaKa yciel Crojballmber Iryma. Cpeauiimu 160 TeopHje
padyHama je, T3B., TEOpHja KOMIUIEKCHOCTH KOja ce 0aBH 3aXTEBHUMa KOjU CE€ THUY
pecypca HeONXOTHUX 3a 00aBJbabe o/ipel)eHOr U3pauyyHaBamba.

Nudopmatiuku pecypcu ce MOTY TMONEIUTH HA MPOCMOPHE, 8peMeHCKe U
enepeujcke. IIpoctopHu pecypcu oOMYHO MoipazymMeBajy 0poj oumosa (Onespak 1.3)
HEOITXOIHHX 3a 00aBJbame oapehene oneparuje. BpemeHcku pecypcu noapasymeBajy
Bpeme!, T, HeomxomHO 3a obaBJbame ozpehene omeparmje. MelhycoGHa 3aBUCHOCT
OBHX pecypca, a y KOHTEKCTY JaTor HH(GOPMATUUKOT 33/]1aTKa, j€ Y CPEAUIITY HHTepeca
Teopujcke uH(popmaruke. EHeprujcku pecypcu ce TuUUy eHepruje noTpeOHe 3a
MIPaKTHYHO 00aBJbaE MPOIIECHparha.

[ojenHocTaBBEHO peyeHo, TeopHjcka HH(popMaTrka UMa cienehe omiTe 3agaTke:

(a) meduHKCamE MOCTYyIMaKa KOIUpama U JEKOAMpama caapkaja mopyka Koje ce
KeJle pa3MEHHUTH u3Mel)y cTpaHa y KOMYHHUKAIH]H,

(6) bopmymucame noy30anux nocmynaka 3a KOpEKIpjy Tpelaka ycie,| CrioJballliber

Iyma,

! Koje ce 06uuHO uckasyje GpojeM HEONXOIHMX JIOTHUKHX ONepaluja.



(B) mpolleHy pecypca HEOMXOJHUX 3a 00aBJbame JaTe Kiace WHPOPMATHUKUX
3aj1aTaKa, Kao u

(r) medunucame orpaHnuemha HWH(OOPMATHUYKOT MpoLECcHpama ¢ 003UpoM Ha
pacroiokuBe MHPOPMATUIKE pecypce.

1.3 Ilojam duma u ¢pusuuka umniemenmayuja

MareMaTHyki MOJENl Ouma TIPEACTaBJba CKYI O] JBa €JIEMEHTa KOjH, IO
ne(bMHAIM}H, TPE/ICTaBIbajy JOMEH JIOTHYKUX omepanuja bynose nozuxe (i areebpe)?.

OBH eneMeHTH ce OOMYHO O3Ha4aBajy ca {0,1} , T OBaj Map MpeJcTaBba jeJaH OUT
ungpopmarmje. Ckyn o N OGUTOBa MpeICTaBIba CKYIT 011 N HyJa WK jeaununa. Jlakie, y
CKyIy 0JT N OMTOBa, CBAaKH OUT MpECTaBJbeH je jeqHoM Bpeanomhy, uau 0, uau 1.'Y

CKymy o N GuToBa mocroju 2" KOMOMHAIMja HyJIa ¥ jEAMHUIA — INTO HPENCTaBIba
JIOMEH JIOTHYKHX Ofepalija 3a N Ourosa.

Ckyn cumbo71a (IoMeH BpeAHOCTH OTepaliija) 3a:

3 Oura:

X =000...00
%, =000...01
n 6uroBa: X, =000...10

in—l = 11111

CBaka mopyka ce Ha jeJHO3HauaH Ha4MH KOAupa oApeheHUM HHU30M Hyna U
JeIMHHIA U3 TOpe MPEACTAaBbEHUX CKyHOBa (CMMOONa X, ), Y 3aBUCHOCTH oA Opoja

HeonxoaHux ourosa. [Ipumarnar mopyke Mopa OMTH y CTamy J1a IPOYHTa MOPYKY, IITO

2 BynoBy JIOTMKY unHe, HIp., onepaumuje U, NJIW, HE, uta.
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Ce Ha3MBa MOCTYIKOM JCKOJMpPama. YKYyIaH MPOoIec KOIUpama U JICKOUPAha MOpa
OUTH TakaB Ja ca eenukom eeposamuohiom omoryhyje TOoy3IaHO KOMYHHITUPAIHE
(mporuecupame nHpOpMalMja) Ha CKyIy OUTOBA KaJa ce 3aHEMapy YTHILIA] OKPYKemba,
Tj., CIIOJBAILILET IIyMa. Y HJACATHOM CIy4ajy, 3a (ukcupanu cuMOONI X, M3 TOPHET

OKBHpa, (pUKCHpaHa oreparyja aje jeJHO3HAYaH Pe3yiITaT — JCTePMUHUCTHYKY. [Ipu
TOMe, caMy HH(popMaIujy Kapakrepuiie croxactnaaoct (Oxperpak 1.1).

Knacuvna Teopuja KOMyHHKaIMja ce 3aCHUBA Ha MojMy [llenonose enmponuje
— Opespak 1.1 — ca ounryieqHOM MOCTEAMIIOM: aKO je ped X, KOjy OJaIlliibe M3BOP

nHpopmarja oapehena ca BeposarHohoM 1, Taga nmpumameM Te peuH (Tj., TOPYKE) Hije
npummena nukaxeéa ungopmayuja® (H =0). Otyma ce on m3Bopa uHMOpMAIHja
OueKyje Jla uMa cmoxacmuyku u3iaz, ¥ao u wMehycoOHy cmamucmuuky
nesagucnocm® 6umoea y nusy xojuma ce nopyka umruiementupa. OBo je yjemHo u
HajBaKHM]a MIPETIOCTaBKa MO/IeNa KOja je OJ1 OIILTET BaXKeHha, KAKO Y KJIACUYHO], TAKO
1 Y KBaHTHO] UH(OPMATHUIIH.

Duzuyxu, IMIUIEMEHTaIMja OMTOBA MOpa MCITYHUTH OBe 3axTeBe. KoHKpeTHO,
xaposep Mopa OuTH Tako m3rpaheH ga (GU3UYKU CUTHAIM KOJU CE€ pa3Membyjy MOpajy
ucryHuTH crenehe 3axrese: paziuuueocm cuenana koju umniemenmupajy 0, mj., 1,
3aTUM, CUSHANUL He CMejy OUumu 0emepMUHUCIIUYKY®, IOK NOjeOUHAYHU CUSHATLL Y HU3Y
mopajy oumu mehycobHo cmoxacmuyku He3asucHu. Y npakcu je IOBOJFHO Jia OBU
3axXTeBU OyIy Makap MPUOIMKHO UCITYHCHU.

VY 3aBHCHOCTH O] 33/1aTKa, O] MHTEepeca Cy W Jpyre BpCTe eHTpOIuje, Tj.,
nHpopmanuje, nusrpahene Ha ocHosu llleHoHOBE eHTpOMH]jE, KOje Cy MPEACTaBIbEHE
Yy OKBUPY HIDKE — 0€3 JIoKa3a, ¢ 003UpoM Jia uX MH HeheMO KOPHCTHTH.

Hexka cy 3azate Tpu Bapujabne, X,Y,Z , npencraBibeHe CKyIIOBMMA OAroBapajyhux BpeHocT
(cumborna), {Xi } , { y j } , {Zk } , penom. Tana ce mory yBect ciesiche BenmuuuHe.

- 3ajenHHYKa EHTpONHja:

H(X,Y) =2 p(x.y;)log p(x.y,).

- YcioBHa eHTpomnuja:

H(X|Y): H(X,Y)—H(Y)

- MelycobHa nndopmarmja:

H(X:Y)=H(X)+H(Y)-H(X,Y).

Beze uzmelyy opux BenuunHa oapelyjy u Heke ocobune lllenoHOBE eHTpoOIH]jE:

(@ HX,Y)=H(,X),H(X:Y)=H(Y : X)

% Tana ce kaxe 1a je UHQOPMATHYKY HOTEHIU]All TAKBE HOPYKE jeHAK HYJIU.

4 BpeqHOCT jeiHOr GUTA Y HU3Y HE CMe J1a 3aBUCH Ol BPEJHOCTH OMIIO KOjer APyror OuTa y HU3Y.

5 Jlemepmunucmuuxe (RenpeKuane) cuenane je mozyhe pasmersueamu u 6paice 00 céemaocmu! OBO
BaXH U 32 nojeounayHe curHaie (HempeKuIHe, U BPJIo KPaTKOTpajHe) KOji UMIUIEMEHTHPA]y Oumose
(0, wmm 1). Amm pasmena ungopmayuje ne mooice uhu 6pyxce 00 ceemaocmu, jep pa3MeHa
nHpopManuja noapasymeBa IUCKPETaH cKyn (HENPEKUIHNX, KPAaTKOTPajHUX) CUrHajia (OMToBa) Koju
Mel)ycoOHO HHCY KOpEIUCaHH, Tj., AeTEPMUHHUCTHIKH yCIOBJbEHH — B. Jodamax 1.1.



© H(Y|X)>0=H(X:Y)<H()

(®) H(X)<H(X,Y) - ocobuna nopammrusaocTH

@ HOXY)SH(X)+H(Y)

(m) H(Y|X)SH(Y):>H(X 'Y)>0,

@ HX,Y,Z)+H(Y)<H(X,Y)+H(Y,Z) - jaxa nomasurusroct
(e) H(X|Y,Z)SH(X|Y).

1.4 Iojam cnomwawmez uiyma u Kopekyuja zpemaxka

VY uH(popMaTHUKOM TMpoLECUpamby MOTY Ce MOjaBUTH ABe BpcTe rpemaka: (1)
rpenike y o0aBJbamy MOJSIMHUX onepayuja y porecupamy (yclen HecaBpIIeHOCTH
armaparype, WIN CIOJhallllber IyMa), U (2) Tpelmike y TOJeIUHUM Oumosuma y
cumbomnma X, (ycnen cnospammser myma): 0 —1 ca BeposatHohom p u 1—0 ca

BepoBarHOhoM 1— p .
I[TpBa BpCTa rpeliaka ce MOXKe MATEMaTHIKHU MTPEJCTABUTH Kao

VX # VX, (1.6)

rae je V kerbeHa, a V' mpakTMyHO ocTBapeHa omepauuja. Ha cpehy, oBa Bpcra
rperraka je penatuBHo 0e300Ha. Hanme, noOpum 6axxaapemeM anaparype, y KOHTPO-
JIMCAaHUM YCJIOBHMMA je yBeK Moryhe npakTuuHo roctuhu na je V'~V , Tj. 1a Baxu:

p(V "% -Vx|<e)~1, (1.7)

rje p o3HayaBa BepoBaTHOhy, a & <<1.

Hpyry Bpcty rpemaka, mehytum, Huje mozyhe uzoehu. Otyna je moceban
3a7laTaK TEOpHUjCKe MHPOPMATHKE 3alpaBo 33/1aTaK KOPUL08Arba 2peuiaKd, U 0Baj 10
undopmaruke ce o3HadaBa kao EEC (“error correction codes”) meroau — meroau
KOpEKIIHje Tpellaka; yCIenHOCT KOPEeKIHje rpellaka je caMa OCHOBA BUCOKE TAYHOCTU
y pagy caBpeMEHHUX JUTHTAIHUX padyHapa.

CBU mOCTYNIIM KOpEKIHje Tpelaka UMajy UCTy Uiejy: YTBPAUTH KOju OUT y
HU3Y, X;, jé U3BMEHECH U KOPUTOBATH H-ETOBY BPEIHOCT, U TO YIUHUTHU Ka0 MejyKopaxK y
XKeJbeHOM Tpoliecupamy uHpopMarmja. OOU4HO je 3a 0BO moTpeOHO yBehatu Opoj
HEOIXOIHUX OUTOBa Y 0JIHOCY Ha Opoj oapehen uzpazom (1.4). Tume ce, eekTUBHO,
omepuiiie Ha Behem Opojy pusnykux OUTOBA HEro MITO je OpojeM-OMTOBa-U3paKEeHA
,konmmuuHa uHpopmarmje®. Ipyrum peunma, 3602 npucycmea uiyma, yMECTO Jia ce
Oapara Opojem N ¢u3nukux OuroBa (KOjU je AOBOJbaH Opoj ¢ 0O3MpOM Ha
uH(opMaTHuKK 3a51aTak, uspas (1.4)), bapama ce ca M usuukux 6umosa, M >N ,

® BepoBarHoha P je cpexta BepoBaTHoha. V omireM ciy4ajy, 3a pasiudute OuToBe y cuMboty X;

MOT'Y C€ TI0jaBHTH pa3IuuuTe BepoBaTHOhe rpemnike (mpomene 0 y 1).
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mako 0a 6poj M —N 6umosa Huje uHghopmamuuxy Kopucmau — Ty je caMO paau
OCTBapeHa KOPEKIIMje TperaKa.

1.5 Ilojam pauynarma u Komniekchocm

Hexke neraspe oBje mpenacTaBibeHOT caapxkaja moryhe je Hahu y Onmespunma
10.1-10.3, ka0 u y TuTEpaTypu HABEACHO] HA KPajy OBOT TOTJIABJhaA.

MaremaTiuky, padyHame HPEJICTaBIba NpPeciuKasarbe, Tj. U3pauyHaBabe
BpeHOCTH Heke GpyHknuje f 3a 3amary BpemHocT aprymenta (,,yma3®), a:

f:a—>b. (1.8)

Cge mto 00aBsbajy padyyHapu OMUCUBO je u3pazom (1.8).

VY TeopHwjckoM padyHapCTBY ce€ TOApa3yMeBa Ja IOCTYNaK padyHama nMa
ocoOuHy anzopummuynocmu. To ject, pauyHame je ypeheHH HHM3 IOCTYyraka
(ocHoBHMjuX omnepanyja). CaM MmojaM ajaropuTMa, MHTYUTHBHO jacaH, MMa CBOJy
(hopManmzanujy Kpo3 padyHCKy MAIluHY, T3B., 1j)ypuneosy mawury. Tako ce y Teopuju
uzjeoHayasajy 0ea nojma, mojam areopumma,  nojam Tjypuneose mawune (B. Ypu-
TjypunroBy te3y y Onespky 10.3).

OCHOBHH 3aJ]aTaK TEOPH)CKOT pavyHamba je HAIPABUTH MOJICT YHUBEP3AIHOZ
pauyHarea, Tj., yauBep3aiHe TjypHHrOBe MallMHE. Y HUBEP3aTHOCT pauyHama 3Hauu
MoryhHocT n1a ce:

ca 8e/luKoM 8eposamHohom, NPUBAUXHO mayHo', npopadyyHa 6usno Koja
pyHKyuja.

CaBpeMeHM JIUTUTATHU padyHapH HCIyHaBajy oBaj ycioB. HbuxoB pan
3aCHOBAH € Ha Mooeny-kona padyHama. Hamme, cBaka omeparuja msrpaheHa je on
CKylia enemenmapuux onepauuja (TIOMYT W3TPAJbe Marepuje OJ eeMEHTAPHUX
yecrtulla). Taj cKyI ornepaiyja MOpa UMaTi OCOOMHY YHUBEP3aJIHOCTH, Tj., OCOOMHY Jia
ce KOMOMHOBAEM eJIeMeHaTa camo moe cKyna onepaiyja Moxce npopavyynamu ouno
Koja ¢pynkyuja. CKyn TakBUX ONepalyja — eleMeHmapHux Onepayuja yHueep3auinoz
pauyHara — HUje jeTHO3HauaH. AJIM Ce UCIIOCTaBJba /1a Cy, Y CMHUCITY YHUBEP3alI-HOCTH,
CBM TaKBU CKYIMOBH Mel)ycOOHO (pauyHCKH) eKBUBaJEHTHTH. OTyzna je JOBOJBHO Y
MIPAaKCH OCTBAPUTH je/IaH TaKaB CKYIIL.

Jedan ckyn eneMEeHTapHUX OIlepalfja YHHBEP3aJHOI KIACHYHOT payyHamba YHHE
nmormuke omepanuje W, WM, HE, FANOUT, CROSSOVER; onepamuja WUJIU je
orepanuja «uckibyunBo WMJIN», mok FANOUT mpencraBspa orepanujy Komupama Ha
dooamuu 6um (KOju HE ynasu y ckynm o N OurtoBa, uzpas (1.4)), nox CROSSOVER
Ipe/ICTaBJba Ollepalyjy 3aMeHe BpEeAHOCTH JBa ofadpaHa Oura.

" ITpaBu Hampenak TEOPHjCKOT pauyHama TIOYHILE YOUaBAMmEM J1a, } NPAKCU, HAje HEOTXOHO, HUTH
na pe3ynrat Oyne TadaH (Beh camo mprOMMKHO TayaH), HY J1a je BepoBaTHONA HETOBOT 110jaBJbHBAKbA
jenHaka 1 (moBosbHO je 11a oBa BepoBaTHoha Oyae mpHONMKHO jenHaka 1).



Jpyeu ckyn eneMeHTapHHX OIlepalyja, 3aHUMJBUBO, YMHE CaMO OIlepaluje
FANOUT u U; ca U je o3nauena Heraiuja onepanuje M.

Onepannja MJIN je BepoBaTHO HajBayKHH]ja OMEpannja, KAKO y KIIaCHYHOM, TaKO
Wy KBaHTHOM pauyHamy (Buaetn Onesbak 10.7); mena enrnecka ozHaka je CNOT, unu
XOR, u o3nauyaBa ce cumbonom ,,P“. Oryma ce 3a By KOPUCTH U ,,30up (O6uTOBA)
monyna 2 a @b =1(3a paznuuunte BpeaHocTH OUTOBA), (32 jeiHaKe OUTOBE).

Cpemuuimy 3a7aTaKk TEOpHje padyHama je 3alaTak HpoyeHe NOmpeOHUxX
pecypca 3a pauyHambe — HPOCMOpPHU pecypcu ce 00NTHO n3paxkanajy OpojeM NoTpeOHUX
OWTOBA, N, & 6PeMeHCKU pecypcy BPEMEHOM MOTPEOHNM 3a pauyHame, | , y QyHKUMjU
3agaror Opoja 6uroBa n. [Ipu TOMe, 011 UHTEpECa Cy caMO OHA M3pavdyHaBamba 3a Koja
je n>>>1.

OBuM 3amaTkoM ce 0aBH, T3B., Meopuja KOMHIEKCHOCMU, KOja 10 TIPaBUITY
m3pakaBa Bpeme 1 y (QyHKuMju Opoja OutoBa N (32 n>>>1). Pazmuuure
(hyHKIIMOHATHE 3aBUCHOCTH BpeMeHa 0j1 Opoja OuToBa AeUHUITY pa3THUMTE Kiace
3aj1aTaka, 1o TeKMHH. Tako MoCcToje 1BE€ OCHOBHE KJlace: (a) JIaku 3a7auy (OJIMHOMCKA
3aBUCHOCT), ¥ TEIIKH 3ajaly (HaITOJIMHOMCKa 3aBHCHOCT). Jlpyra Kiaca 3amaraka ce
He Modice NpakmuyHo obasumu Ha padyHapy, Tj., 32 KJIACHYHE padyHape IOCTOje
npakmuyHo Heu3padyHJbMBe (QDYHKIH]e — BpeMe | TIOCTaje HEMPaKTUYHO BEIHUKO 3a
HEKO BEMKO N ; ToceGaH ciydaj je eKCTIOHEHIHMjaTHa 3aBHCHOCT® BpeMeHa ol 6poja
ourosa (amp. 2").

VY motpasu 3a mTo 60JEUM MOJIEJIOM padyHama JOIUIO ce 10 OTKpuha, T3B.,
cmoxacmuukoz pauynara. Haume, 0BO pauyHame ce 3aCHMBA Ha CTOXaCTUYHOCTHU
yJ1asza, W/Wii CTOXaCTUIKOM U300y orepalirje Ha JaToM (ICTEPMUHUCTHYKOM) yiasy.
Hcnocrasba ce na oBaj MOJEN pauyHama MMa 3Ha4yajHEe MPETHOCTH Y OJHOCY Ha
JETEPMUHUCTUYKO pauyHame ((ukcupan yna3z u (uKchpaHa omepaluja, y CBaKOM
KOopaky). ¥ TepmuHuMa TjyprHTrOBE MallTMiHE, OBaj PE3yJTar, Koju 00yXBara HCKYCTBO
KJIACHYHOT pavyyHama Y KOHTEKCTY KOMIUIEKCHOCTU padyHama, yCIocTaBiba (B. Jaky
Upu-Tjypunroy te3y, Onespak 10.3) na je croxactuuka TjypuHroBa MaIiviHa Hajoo.bu
Mmozyhu mooen (knacuunoz) pauynara!

Jpyro 3navajHo ((pusuuko) otkpuhe je otkpuhe pesep3udunnoz pauynarva.
Hanme, ncnocraiba ce a ce cBe eleMeHTapHe omnepalyje YHUBEP3aIHOT pauyHamba y
MOJIENTy-KOJIa MOTY OCTBapUTH (U3MUKU PeBEp3UOMITHIM (0e3 pacHurama eHepruje), a
MaTeMaTW4yKu MHBEPTUOWIHUM OIepalifjama — jacHO je, MHBEPTUOMIIHOCT orepaliyje
3axTeBa jeaHak 0poj yaasHux (input) u usnasuux (output) 6urosa. Ilpu Tome, KIIaCHYHO
PEBEP3UOMITHO padyHame Ce MOKE CBECTH Ha KIACMYHO HPEBEP3UOMIIHO — BUIETU
Hooamax 1.2. 3anumipuBO je ucrtahu: HajMamM Opoj OWTOBa 3a 3a/laBame
€IIEMEHTAPHOT CKYIa YHUBEP3AIHOT PEeBEP3MOMITHOT pauyHama je 3. [Ipumepu TakBux
omepanyja (kanuja) gatyd cy y 3agamuma 1.6-1.11 toe ce Bumu ma Te, TpoOUTHE
onepauyje (TodommjeBa, y Hooamky 1.2, wiu @PpenxuHoBa), cBaka 3a cebe,
TNIPEJICTaBIbajy CKYII eIEeMEHTApHUX OIepalija YHUBEP3aTHOT KIACHYHOT PEBEP3MOUITHOT
pauyHama.

8 3ato ce MOHCKAaA ApYyra Kjaca 3a/laTaka Ha3uBa ((eKCHOHeHIIHjaJ'IHO TCIIKHUM .



Tako ce CBO UCKYCTBO TeOpuWje Kilacu4yHo2 padyHaH,a MoXe 00yxBaTuTu
MOJENoM cmoxacmu4koz, pesep3ubusiHo2 padyyHaH-a Kao Hajéorbea u
Hajrno200Huje2 modesia payyHaHsa, C 0631MpPOM Ha yCrioBe KOMMNIEKCHOCTU
N yluTeae eHepruje y npouecmpay.

1.6 Heku pezynmamu Ki1acuuHne unghopmamuuke meopuje

OBne he OMTH HCTaKHYTH camo OHH PE3yATaTH KOJU Cy OJI MHTEpeca 3a
KBaHTHY HHPOPMATHKY.

o Kuacuuno xoouparbe: pa3MEHOM jeqHOT (PU3MUKOT OUTa, MOXKE CE Pa3MEHUTH
Hajeuwe jenan out nadopmanuje (Lllenonose nudopmariyje).

KOMEHTAP: ucnocraBspa ce a ce 0Baj pe3yiTaT HapyliaBa MPOTOKOJIOM KBAaHTHOT
cyneprycror koaupama (Onesbak 9.2)., kafga ce yMecTo KJIACHYHUX OMTOBA KOPHUCTE
MOCEeOHO MPUMPEMIbeHH (KBaHTHO CIIeTeHH - entangled) kBaHTHH OUTOBH — KyOUTOBH.

o [Ipobrem majrocmu Kwyua Kiacuure Kpunmoepaghuje: TajHy pasMeHy nopyka
je Moryhe 06aBUTH (Kako TBp/IM KJIaCH4Ha TeOpHja KpUNTOrpaduje) YKOIMKO je
Kbyy 3a nemmdpoBame OpyKe MO3HAT camo CTpaHama Y TOj KOMYHHKALUjU.
MebhyTtuMm, TajHOCT KJbyda HHje Moryhe noka3MBO 00€30eIUTH pa3sMEHOM
KJIaCHYHUX OUTOBA.

KOMEHTAP: Pa3zmenom kyoutoBa je Mmoryhe 00aBUTH U pa3MEHY 0OKA3UB0 MAjHOZ
KJby4a, Kopuctehu mpoTokose kBanTHe kpunrorpaduje (Omerpak 9.3).

o  QDaxkmopuzayuja eéenukux Opojesa: 3anatak (akTopucama BEIUKHX OpojeBa —
pa3dujame Ha MPOU3BOJIC MPOCTHX OpojeBa — je TeXkak 3amaTak — kiaca (2) -
KJIaCUYHE TEOPHje KOMIUIEKCHOCTH.

KOMEHTAP: KBautuu anropuram ITurepa Illopa (Shor 1997; Buneru u Nielsen and
Chuang 2000) omoryhyje mpakTH4HO J1ako (JaKTOpHCarhe CBUX BEIHKHUX OpojeBa. Taxo,
jenaH TeXak 3aJaTak KIacHuHe TeOpHje KOMIUIEKCHOCTH IOCTaje JIaK 3aJjaTaKk KBaHTHE
TEOpHje KOMIUIEKCHOCTH.

1.7 Heku momueu 3a pazeoj Keanmue uHpopmamuxe

Munujamypusayuja enekmpoHcKux Koia je TIABHU 3aJaTak U TJIABHU
MoKpeTay Op30r pa3Boja CcaBpeMeHe (AWTUTAIHE) ENEKTPOHUKE U WH(POPMATHKE.
MebhyTtum, oBaj 3aaTak HEMoOCPETHO MCIOCTaBIba JiBa mpodnema. /Ipeo, MUHHMjaTypu-
3amuja He Moske Wy POM3BOJBHO Aasieko’. OTy/1a ce IOCTaBIba MMTAke: KAKO M3IJIea
TpoliecHpae Ha (PU3HUKIM CHCTEMHUMa KOji Ce HOBHHY]y 3akoHuMa kBaHTHe'?, a He
Ki1acuuHe (usuke? /[pyeo, KIACHYHO MPEBEP3UOMIIHO pauyHame MoJpa3yMeBa
pacuname (IMCHIIalMjy) eHepruje u3 (M3MYKOT CKJIONa KOjU pealu3yje MOCTYyIaK
padyHama y OKoJMHy. OOWMYHO, Ta OKOJMHA Cy APYTHU, Takohe KOpPHCHH, JIEJIOBU

® HapaBHo, rpaHHIIa Cy KBAHTHH CHCTEMH, MOJIEKYJIH, aTOMH H, (yHIaMEHTAITHO, EIEMEHTAPHE YECTHIIE.
9 Plcnon HekMX MpOCTOPHUX M BPEMEHCKHX JMMEH3Hja, (PU3HUKH CHCTEMH TIOYHELY J1a UCTIOJbaBajy
KBaHTHO, a HE KJIACHYHO ITOHAIIAKE — TOBUHY]Y Ce KBAHTHHUM, a HE KJIACHYHUM 3aKOHMMa (H3HKE.
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MHKPOEJIEKTPOHCKOT CKJIONA, KOju ce 3ato rpejy. OTynma, CMamemeM 3arpeMHHe
CKJIOTIOBA (Kao TMOCTeqHIla MUHH]aTypU3allfje) a HEYMamemeM pacyTre EHEepruje,
3arpeBame y cucTeMy (HIIp., Y MUKpPOYHMIIOBUMA) MO 3Ha4ajHO HAapacTH - JI0 T€ Mepe
Jla TIPOMEHH PEeXHMM paja MUKPOEIEKTPOHCKUX CKIIOINOBA, Tj., paa padyHapa. Kao
CBOJEBPCTaH OJITOBOP HAa M3a30BE OBHUX ITUTAa T0jaBJbyje CC KBAHTHO pavyHame, Tj.,
KBaHTHH padyyHapH: OHU HETIOCPETHO HY/IE O/TOBOP HA MIPBO NUTAME, & YAHEHHUIIOM /1A
NPEJICTaBIbajy MOJEIT PEBEP3UOMITHOT (Masia He-KJIaCHYHOT) padyHama, OMOryhyjy u
3HAYajHO CMACH-C JIMCHIIAIN]E CHEPTH]C.

TemkuMm 3amanMMa  KIacHYHE TEOPHjEe KOMIUIGKCHOCTH Tpebasio Ou
TPUIPYKUTH U 33/IaTKE PAIyHAPCKOT CUMYAUPAILA C/IOHCEHUX K6AHMHUX CUCHEMA.
Hawnwme, kako @ajaman (Feynman 1982) nokasyje, cumynipame CII0KeHUX KBaHTHUX
CHCTEMa 3aXTeBa BEJIWKE, M MPOCTOPHE, M BPEMEHCKE pecypce, Ma ce HeKa O] THX
CUMYJIApamba He MO2y Npakmu4Ho OCTBAPUTH Ha TIOCTOjehrM, MTUTAHIM padyHaprMa.
Ortyna ce MpUPOIHO MOCTaBIba MUTAKE: aKO KIIACHYHH (PU3UYKU CHCTEMH HUCY Y CTarby
nia 006aBe OBe 33/1aTKe, 1ITa je ca KBAaHTHUM CHCTeMHMa (KBaHTHUM XapBEPOM), KOJU
6u Tpebano mpUpPOaHO Ja CUMYNHpajy KBaHTHE cucteMe? Of KBaHTHUX padyyHapa ce
OYEKYje OJIrOBOP Ha OBO IMHUTAHE.

Otkpuhe pesep3ubunnoz pauynarma (8. Jlanmayepos npunmun y Onessky 10.
2) je uncto (U3MUKO YOUaBam€ KOje HHUje MPOMCTEKIIO W3 TEOPUJCKUX OCHOBA
3aCHOBAaHMX HA MaTeMaTUYKOM mpucTymy. CIMYHO je U ca OTKprheM HEeKUX KBaHTHUX
airoputama (Opesein 10.9.2 m 10.9.3), kKoju Ha HEOUYEKWBAH HAYWH TPOIIHPY]Y
MaTeMaTH4YKe OCHOBE TeopHje pauyHama. OTyna ce HHTepec, ca YiCTO MaTeMaTHIKHUX,
roMepa Ha, Marbe-BHIIIE, YACTO (U3NYKE 3a/IaTKE y CMHCITY M3ydaBama KalaluTera
M3pauyHaBama, a KOJju Cy WMCKa3uBH (cama Beh) xeammmnom meopujom komninexc-
nocmu (Nielsen and Chuang 2000; Preskill 1998).

INopen 3amaraka padyHama, oce0aH MOTUB 3a Pa3BOj KBaHTHE MH(OpPMATHKE
Ouna cy otkpuha MH(MOPMATHUKUX TIOCTyNaka Koja Huje mozyhe obasumu Ha
KacuyHom xapoeepy (Tj., TIOMONy KJIacCHYHHMX OWTOBA), Ka0 INTO Cy KBAHTHO
cymeprycro komupame (Bennett and Wiesner 1992), u pasMena J0Ka3sHBO TajHHX
KJby4eBa y KBaHTHO] kpurrrorpaduju (Bennett and Brassard 1984).

KonauHO, pakTUYHO CBE MPUPOJHE HAYKE M O0JIACTH TEXHUKE OCIIeKe TPEHT
HEKe BpCTe MUHHUjaTypu3aLje. 3aTo je 3a 00Jbe pazyMeBae, W 00Jbe (PYHKIMOHHUCAE
U TIPOLIECUPAbE, MTOXKEIFHO (2 TIOHEKaJ U HY)KHO) M3YYHTH IPOIIECe HA TAKO MaJlM
MPOCTOPHO-BPEMEHCKUM CKajlaMa Jia Cy TO 3alpaBO CKale Ha KojuMa JoJase 0
U3pakaja KBAHTHOMEXaHMYKH €(ECKTH U TOHAIIake CHCTeMa O] uHTepeca (B.
ITornassbe I1). OBaj TpeH[, TOIUKO M3paXeH Yy XeMUju (PU3NUKO] XEMHJU, XEMU]JCKO]
¢bu3uIm), caBpeMeHoj 6uonoruju (OMOTEXHOIOTUjH, OMOMH(OPMATHIIM, OUOXEMUJU U
O6uodu3nLN), METUIIMHHI, HAHOTEXHOJIOTHJH U CITMYHO, 3alIpaBO yKa3yje Ha I10jaBy HOBE
BpCTE TEXHOJIOTHje — TexXHoyloruje 21. Beka - Koja ce MOHEeKaJl Ha3UBa KGAHMIHOM
mexnonozujom™*. O6nact KBaHTHe MHPOPMATHKE je MCTAKHYTa 0OJIACT OBMX TEXHOJOTHja

y pa3Bojy.

11 Buneru Milburn 1997.
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Otyna KBaHTHA MEXaHWKa 1ocTtaje npumerena gusuxa par exellance (Dugi¢
2000a), Te meHO U3ydyaBame MocTaje moTpeda u y obnactuMa npumerene gusuke 21.
BEKa.

1.8 Hcmopujcku ocepm

Teopujcka wuwHpOpMaTnka (TOCEOHO padyHamE) 3alOYUELE  CIIABHUM
XunOepToBUM THTAmEM: ,,0d JU HOCMOjU PAYYHCKA MAWUHA KOjA MOXMCe peuumu
ceaku mamemamuuxu 3a0amak?. OIroBOp HA OBO IUTAKE je (QaACIUHAHTAH: He -
TOCTOje HeuzpauyHsuse Gyukyuje. AT 10 OBOT OATOBOpa C€ JOIUIO TOCTE Jyre
notpare 3a (GOpMaTM3alijoM HHTYHTHBHOT IOjMa padyyHama, Kpo3 10jaM allrOpUTMa.
Ceoljervem nocmynka pauyHarea Ha nojam aieopumma OTBOpPEHa Cy Bpara 3a
dhopmanuzanujy oBor nojma TjypunroBom mamuHoMm. @opmanuzam paga TjypuHrose
MaIlIMHE J€ TUITUYHO MAaTEMAaTU4KH 3a/1aTaK KOju MMa OCOOMHY OMIITOCTH, Y CMHUCITY
dbopmyncama TeopemMa (WIM Makap TMpaBUIa) TEOPUJCKOT padyHama KOju je
KYJIMUHHPAO (HOpMYITHCAmhEeM TeOpHje KOMIUIEKCHOCTH. Harmopeio ca TMM mocTraBibeHe
Cy OCHOBE TeOpHje KOMYHHUKAIIMja, Y YMjoj Cy ocHOBH 1ojaMm [lleHoHOBE eHTpoummje 1
ciaBHU [1leHOHOBM TeOpeMH.

CaBpemeHna TeopHja padyHama 3amnounikbe pagoBuMa Ponda Jlanmayepa
(Landauer 1963, a Ha ocHoBH TOTa, H3Meljy octanux, u [Toiga bernoda (Benioff 1980),
kao u Yapnca benera (Bennett 1982)), uume je ycrocTaBibeHa (pu3nyka OCHOBA, T3B.,
peeep3ubuIHoz padyHarea. VlctoBpeMeHo, 0BO 3Ha4u U MPOMEHY MEPCIEKTUBE Y BE3U
ca TporiecupameM HHGOopMamMja: MOTYhHOCTH TMpoliecupama HWHGoOpMaIHja ce
M3ydaBajy Ha ¢hu3uuxoj, yMeCcTo Ha YHCTO MaTeMaTH4Ko] OCHOBHU. KpyHy kiacuuHe
TeopHjcKe HHPOPMATHKE YNHU YOUaBaILE Ja j€ MOJIEN CTOXaCTUYKOT, PEBEP3UOMITHOT
pauyHama HajOOJbH MOJIEIT KIIAaCHYHOT payyHama.

OcHoBe kBaHTHE HWH(pOpPMaTHKE (y IIMPEM CMUCITY) YCHOCTaBJbEHE CY
dopmyammjom, T3B., NO-cloning teopema (Wooters and Zurek 1982), te yBohemem
1ojMa Mooena-Kkoia keanmuoe padynarea ox crpade Jejsuna Jlojua (Deutsch 1985). Ha
OCHOBH OBOT MoJIefia yOp30 je pa3BUjeH MOJIET YHUBEP3ATHO2 PAYYHAFA ) MOOETY-KOd
KBaHTHOT pauyHamba. [IpBu 3Hauajuu kBaHTHH anroputvu I[llopa (Shor 1997) wu
I'posepa (Grover 1997), te otkpuhe kBanTHe kpunrtorpaduje (Bennett and Brasard
1984) u kBanTHe Tenenopranuje (Bennett et al 1993), ycrioctaBuitk cy OCHOBY 3a IIMPOK
TEOPHUJCKH (ali M EeKCIIEPUMEHTAIHH) pPa3BOj KBaHTHe HHQopmaThke. KBaHTHO
pauyHame y MOjeny-Kojia KylIMHHHpa y wmozeny t3B. fault-tolerant kBaxTHOT
pauyHama, Koje OJUTMKYje MMYHOCT Ha rperuke'?. OTkpuhe 0BOT MOJENa 3aMoyeTo je
nronupckuM panom IMurtepa [lopa (Shor 1995), a nmasse HacTaB/bEHO paIOBHMA
Hejsuna I'otecmana (Gottesman 1998), te Enapjya Cruna (Steane 1996), na nomenemo
caMo HeKe MCTpaKuBade'>.

12 TIpenmsnuje: Kopekuuja rperaka y TOKy padyHarmba 06e30ehyje poOycHOCT mporecuparsa (CITMIHO
KJIACHYHHMM TMOCTYIIIIMMa KOPEKIHje IpeliaKa) CrpaM CIoJballber IIyMa.

13 OBum npecexom Hucy oGyxBaheHe Heke 00acTH KBaHTHE MH(OPMATHKE KOje HHUCY TIpenBuleHe
Canprxajem.
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JIMTEPATYPA U JAJBE UUTAIDE:

3a cBe TeMe u3JI0KeHe y oBoM roriaBsby kKoncyiroatu Nielsen and Chuang 2000.

- VY Be3u ca 3ajanMMa Koaupama | JieKoaupama, [lleHoHoBuM Teopemuma (1
ocobnHama I1leHOHOBE eHTpOIHje), OrpaHIUYCH-IMA KIIaCHIHE KOMYHHKAIIHU]E,
koncynrroBatu: Csiszar and Korner 1982.

-V Besu ca OCHOBaMa TeOpHje KOMILIEKCHOCTH KOHCy IToBatTy: Papadimitriou
1994,

-V Be3u ca HCTOPHJCKUM Pa3BOjeM 00JIacTy KBaHTHE MH(DOPMATHKE KOHCYIITOBATH:
Nielsen and Chuang 2000

- VY Be3u ca KBaHTHHM TexHOJIorHjama korcyrroBaty: Milburn 1997; Dugi¢ 2002a.

Hexu Hnumepuem pecypcu.
- http://arXiv.org , mox omiujoM keanmua ¢uszuxa, quant.ph/ apxuea.
- http://physics.kg.ac.yu/Prezentacija/Prezentacije%20zaposlenih/Miroljub%2
0Dugic/Kvantno%20racunanje/
Ta Jlajbe: HahM JTMHKOBE TIOJT OTIIH]OM: ,,HeKu KOpuCHU TUHKOBU .

3AJIALIN:
1.1 JluckyToBaTy B&KHOCT 3aXTeBa YHUBEP3ATHOCTH 3a MPOIECHpamhe HHpOpMaIIja.

1.2 Ckynom on 5 OuToBa KOJaMpaTH cjloBa a30yke, WM HamUcaTd M3pa3 ,,KBAaHTHA

nHpopMaTHKA“.

1.3 I'enepucatu (HIIp. bayarvem Hoguuha) cydajHu W300p BPEIHOCTH 3a jeJlaH OWT,
KOju ca jeqHakoM BepoBatHohoM naje Bpeanoct 0, wiu 1. Ha ocHOBH ToTa renepucaru
cBe (pa3nmuuuTe) HU30BE 01 5, a 3aTuM 011 S0 OuToBa. 3a cBaku CKyn 00aBUTH ciienehe:
yrnopeauT Opoj HU30Ba y KOjuMa je Opoj HyJa W jeIUHMIIA MPUOIMKHO jeHAK ca
OHHMMA Yy KOjUMa TO HHje c1y4aj. YOuuTH Ja ca nmosehamem Opoja Outosa y Hu3y (50 > 5
) pacte 6poj IPBOT CKyIa — CBE je BUIIIE ,,TUITMYHKUX* HU30Ba ca MPUOIIKHIM OpojeM
Hyna v jenuHuna. (HarmomeHa: oBo youaBame ce CTporo 3acHuBA y iuMecy N — oo, TITO
je youaBame Koje Jie)ku y ocHOBH [1leHOHOBHX TeopeMma. )

14 H3zBop uHpopMaImja ONHCaH  je pacroiesiom BepoBaTHOha
n
P, =(—j ,n=123..,N-1. V Huzy on N cumbona, koauko je py? M3pauyHatu

[lenonoBy eHTpomnujy 3a ciaydajeBe: N =210 u N — o0 ?

1.5 Kopucrehu oneparmje FANOUT u U, usrpagutu Jorudke onepauuje 1, WIN, HE,
FANOUT, CROSSOVER.


http://arxiv.org/
http://physics.kg.ac.yu/Prezentacija/Prezentacije%20zaposlenih/Miroljub%20Dugic/
http://physics.kg.ac.yu/Prezentacija/Prezentacije%20zaposlenih/Miroljub%20Dugic/
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1.6 Jlormuko Koo Ha CIUIM je, T3B., ToonujeBux kamuja, Jodamax 1.2. 3a BpeTHOCT
c =1 nokazaru jia oBa karmuja pagu kao HEM =U 3a npBa nBa Outa, a 1a 3a BpeIHOCTH
a=1c=0, oBa kanmja octBapyje FANOUT (1j. konmpame BpeqHoctu 2. Outa Ha

Tpehm).

a
b b
C c®ab

G

1.7 loxazatu na je TodonujeBa kamja MHBep3Ha cama cebu (Tj., peBep3nOUIHA), TJ. Aa
JBOCTpYKO JienoBawe TodonujeBe kanuje Bpaha noyerHe BpeIHOCTH OUTOBA, Ka0 Ha
CITHILIN:

a

b Todbonu Todponu b

(@]
(@]

1.8 Koju ox tpu Outa y TodonmjeBoj kamuju Tpeba, U Kako, (pukcuparu na Ou
TodomnujeBa kanuja ocrBapuia CNOT (XOR) — 1j. ,,uckipyunBo-UJIN* oneparjy?

1.9 Koja oneparnwmja mocraje TodonmjeBa kanunja3a a=b=17

1.10 ®penxunoBa Kamuja je TpoouTHa Kamuja: (a,b,c)—(a',b',c) Taksa ma 3a c=0
OCTaBJba TpBE OMTOBE HEM3MEH-EHE, JOK 3a C=1, BpeIHOCTH MpBa JBa OuTa ce
MehycoOHo 3amemyjy. Jlokaszatu: (a) ma je dpenaxkuHOBa Kamuja peBep3uOuiIHa, (0)
a=1b=0 wucroBpemeno octapyje HE, Tj., CHa mpBoM OuTy, Ka0 M KOIHpame
(FANOUT) tpeher 6uta Ha mpyru, (B) ma ce 0poj jeauuuia (0poj outosa jeanax 1)
cayyBaBa OBOM OIIEPAIU]OM.

HAIIOMEHA: Ocobuna KOH3epBaTHBHOCTH, Tadyka (B) 3a/laTKa, HOCH (PU3MUKY WHTYHIIH]Y Yy CMHUCITY

(IB3UUKe UMIDIEMEHTAIHje OBE Kallije — CBE MO3HaTe (PU3MUKE WHTEPAKIje U TporiecH (OCHM, MOXKIa,
Tporeca KBaHTHOT MepPErha) Ha (PU3MUKIM CHCTEMHMA CY TIOBPATHH (PEBEP3UOITHH).

1.11 Kojum u3060poM yna3HUX, M KOJUX M3Ta3HUX OuToBa PDpenkuHOBE Kamuje ce

octBapyjy U, HE, CROSSOVER?

HATIOMEHA: Kana ce oBuma moxa jomr CNOT u FANOUT, nobuje ce jenaH cKym eleMEeHTapHHX
oleparyja YHUBEP3aTHOT KIACHIHOT padyHama. Tako je 1 @peakrHOBa KarHja, cama 3a cede (Oamr kao u
TodomjeBa) jenuHCTBEHA (MpOOHUTHA) Kallja YHIBEP3ATHOT, PEBEP3UOMITHOT KIIACHYHOT pavdyHAha.



I OCHOBHHU ITIOJMOBU KBAHTHE MEXAHUKE

VY 0BOM HOIVIaBJbY HPEACTABIHEHH CY CAMO OHH €JIEMEHTH OCHOBA KBAHTHE
MeXaHHUKE KOjU Cy 0J1 MHTepeca 3a 001acT KBaHTHE HHPOpMATHKe. 3a BUILE AeTajba
y OBOM CMUCITy KOHCYJITOBAaTHU JIUTEPATYPY HA Kpajy OBOT IIOTJIaBJba.

2.1 Knacuunu gpaznu npocmop. Knacuuna peannocm

OcHoBHU (PU3HYKH T0jaM je TojaM cmama. [lo3HaBame crama (Gusnykor
CHUCTCMaA IMOBJIaYX W ITIO3HABAKBLC BPEAHOCTHU CBUX (1)I/I3I/I‘-IKI/IX BCJIMYHHA Y KJ'IaCI/IqHOj
Gbu3MIHM, Ka0 ¥ OJITOBOP HA MHUTAHhEe BPEMEHCKE NMPOMEHE CTama, Ka0 U BPEIHOCTH
(U3NYKKX BEJIMYMHA Y TOKY BpEMEHa.

Crame mamepujanne mauxe Ne(UHUCAHO je TTAPOM BEKTOPA, BEKTOPA MOJI0XKaja
v umMITysca, (F, p).3ackymon N MaTepHjalHHX TadaKa, CTame je JeQUHICAHO Kao CKYII

BEKTOpa TMOJIOXKaja M MMITYJICAa CBHUX MaTepUjaTHUX Tadaka (,,4eCTHIa’) CHCTeMa,
(F,P,,i=12..,N). Bekropcku mpocTop y KoOjeM OBaj CKyIl BEIMYMHA (Tj. CTame

CHCTEMa) TIPEJICTaBIbA MAUKY, HA3UBA CE KIACUYHU (hasHu npocmop cmarva. TlommpocTtop
OBOT MPOCTOPA j€, T3B., KOH(UTYPALMOHH ITPOCTOP, IITO j€ BEKTOPCKH IMPOCTOP TOJI0XKAaja
— Yy KojeM je Tauka AepmHmcaHa ckymoM (%,i=1,2,...,N), mrto je ma Cm 2.1

MPEICTaBIbEHO 3a jenny yecTuiry (N =1).

ZA

=V

ov

v

X
Cu. 2.1 Bekrop monoxaja, I, u ummyica, P, jefiHe MaTeprjaliHe TauKe y JaTOM

pedepenTHOM cucteMy. To je cTaHAapIHW, TPOAMMEH3WOHAIHH Eykimmacku
MIPOCTOpP TOJOXKaja — ,,KOH(PHUTypamoOHH TIPOCTOP**.

JE®. 2.1: Ilog knacuunom peannowthy ce noapazymMeBa HUYUM YCIIOBJ/BEHO TOCTOjabe
CTama ¥ BPEAHOCTH (PU3MYKUX BEJIMYMHA (PU3HUYKOT CUCTEMA Y CBAKOM TPEHYTKY BpeMeHa.

PemaBamem jennaunHa kperama (HbyrHoBux, /lanamOGepoBrx, XaMUITOHOBUX,
JlarpankeoBHX) 3a CUCTEM YECTHUI[a, Kao pellera ce A00Hjajy jeHO3HauHe (yHKIHje
BpeMeHa 1atux Gr3udKux BennunHa. OCHOBHU map (,,KOHJyrOBaHUX ‘) BEIMYMHA, T 1

, TIpeJICTaBJbeHE Kao (DYHKIM]E BPEMEHa:
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r=r(t), p=p0), (2.1)

3a0060/6A6a]y KpUMeEPUjyM KlACUYHe pearHOCmU: OBa pellerma Iu(EepeHIjaTHIX
JjeIHayMHa KpeTama HICY HUUMM YCIIOBJbEHA, M 33 YHAIIPE [TO3HATE YCIIOBE O KOjuMa
ce CHCTeM Hajas3W, Cy jeaHo3HauHa. Kako cy cBe ()M3MUKE BEIMYMHE KIACHYHE
MexaHuKe (YHKIMje OBOT Iapa BEIUYHHA, TO CE UCMU CMA8 muye C8UX QUIUYKUX
BENUUUHA CBAKOZ KIACUUHO-MEXAHUYKO2 CUCmeMd.

Tako ce moxe pehu na ce peannu pusnuku cucremu (00jeKTH) y KIACHYHO]
MEXaHUIM MOJIENYjy CKYIIOM Tapamerapa (Maca, HaeJeKTPUCAE U CIL.), U CKYIIOM
BEKTOpa T0JIOKaja ¥ UMITYJICA, Tj., ha3HUM IIPOCTOPOM Kao MpOCTOpoM crama. Ortyna
ce, epexruBHO, MelycoOHO udenmugpuxyjy oea nojma, 1ojamMm cmarea, 1 T0jaM
BPEIHOCTH OCHOBHOZ CKYha eeuyuna (,,Baprujadiiu‘‘) moioxkaja u UMItysica, r up .

Nmajyhu y Buny uzpas (2.1), knacuyHa peanHocT ce y (U3NUKUM MOJENIIMa
cacToju y jeonoznaunocmu mpajekmopuje (kako y (hazHOM IPOCTOPY, TAKO U Y CBAKOM
HETOBOM TIOJIIPOCTOPY — Ha MpUMEp KOH(PUTYPAITMOHOM TIPOCTOPY) C8aKe uecmuye
cucmema, 3a yHampen To3Hate ¢u3udke ycioBe. HapaBHO, ako TH YCIOBH HHUCY
JEIHO3HAYHO TO3HATH, OHJAa HU TPaJeKTOPHje HUCY JeTHO3HAYHO, Beh camo ca HeKoM
BepoBaTHOhOM, TO3HaTe. A oBe BepoBaTHOhe He Hapyuiasajy 0coOuny KiacuyHe
peannocmu cTamba (BpeTHOCTH (U3MUKUX BeMMdMHA'): ako Baxke ycaoBH S, Tama he
pemesa (2.1) Koja 0roBapajy OBUM yCJIOBHMA OHTH CTOTIOCTOTHO OCTBApeHaZ.

2.2 OcHo6Hu nocmynamu Keanmmue mexanuke

KBaHTHY MeXaHUKY OJUTMKYje OJCYCTBO BU3yalHu3aIfja (PU3NIKHX CHCTEMA U
TpoIieca Koju Cy KapaKTepUCTHYHH 3a KJIacuuHy (u3uKy, kao mro je Ci. 2.1. [lIraBue,
MOJMOBU cmarba M 8peoHocmu uzuykux eenuyuna (Bapujabinu) BUIIE HHUCY HCTO.
KonauHo, kBaHTHa MEXaHHKa je HHXEPEHTHO CTATUCTUYKA JUCIUIUIUHA — O (PU3UYKHUM
norahajuma (pe3yaTaTiMa Meperma) ce TOBOPH CaMoO y TEPMHHHMMA BepoBaTHOhe, u
camo u3y3emHo y TepMUHIMA T10jMa KJIAaCHYHE pealHOCTH yBeaeHor Jed. 2.1.

3a pazymMmeBam€ Cajip)kaja OCHOBHHX IIOCTYyJaTa HEOMXOIHO je Mpel3Hame
ocHOBa Xuj10epToBUX npoctopa — Buaetu /Jooamke 2.1 u 2.2.

[TOCTVYJIAT O CTABMMA: Cako cTame KBaHTHOT CUCTEMa MPEJCTABILEHO j&
JEMHUM eNIEMEHTOM HeKor XwuiOepToBor mpocTopa. Baxku u oOpHYTO: cBaku
eNeMEHT JaTtor XuiabepToBOr MPOCTOPa je jeqHO Moryhe cTame KBaHTHOT CUCTEMA.
[Tpu ToMe, aKo BaXKH jeTHAKOCT:

|2) =€), (IL1)

Tajia ce JIBa CTama | y) M |y/) MMajy CMaTpaTH HCTHM KBAaHTHHM CTAmbeM, 3a CBAKy
»pazy” §.

! Taxse (usuKe BenMUMHE Ce OHIA HA3UBAJY 6apujabiama.
2 Ako nma BumIe Moryhux (usumukux yciopa, MMa W Buile Moryhux pemema (2.1), o1 Kojux ce y
CBaKOM I10j€INHAYHOM CIIy4ajy OCTBapYje CAMO jeOHO Ot hHX.
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I[TOCTVYJIAT O OIICEPBABJIAMA: CBakoj KJIacHuHO] Bapujadbmu (H3HIKOT
cucteMa A ce jeJHO3HAYHO MPHIPYXKYjE jelaH ePMUTCKH orepaTtop (orcepBabia)
A xoju nenyje nan narum XuaGepToBMM HPOCTOPOM — IIPOCTOPOM CTaH>a KBAHTHOT
cucremMa. Baxku 1 0OpHYTO: CBaka €pMHTCKa oricepBadiia Koja Jenyje Haj JaTHM
MPOCTOPOM CTama je, y MPUHIIMITY, jenHa (u3niKa BeanmynHa (Bapujabia) Kojy je
Moryhe u3MepuT ojipel)eHuM MEepHHUM MOCTYITKOM.

I[TOCTYJIAT O BEPOBATHORAMA: BepoBarHoha 1a ce MmepemeM oricepadiie
A na cucremy y cramy |y) nobuje pesyirar Koju nexu y uHrepsany [a, 4] (wro
MO>K€ OMTH ¥ OTBOPEH, UJIH MOJIyOTBOPEH MHTEPBANT) U3padyHaBa ce 1Mo GopMyIu:

W(AJy).[e B)={y R Alw) (1.2)

Ha nieoj ctpanu (I1.2) cToju 03Haka 3a BepoBaTHOhY Mepema, a ca JeCHe CTpaHe je
crieKTpanHa Mepa oncepsabne A 3a matepsar [a, 5], P(A), 1.

VYrytHo je natu cienehe HaoMeHe (IeTajbHO npescTaBibene y Jooamky 2.2).
Cgako cmarve |y') XunbepToBor IpocTopa — IPOCTOPA CTARa — C& MOXKE jJEOHOSHAUHO

paznoxcumu 'y JIMHEAPHY CYIMEPIIO3UITM]y CTakba M3 HEKOT OPTOHOPMHUpPAHOT Oasnca
(OHB)Y®, {I:), (di|@;) = 65,1, = 1,2,34, ... }:
|1/)> = Zi C; |¢i), roe c; = (¢i|1/’)- (2.2)

YCI10B HOPMHPAHOCTH CTamka |y), (y|w) =1, eKBUBANIGHTaH je ycIIOBY

Sl =1. (23)

CBaK¥ ePMHUTCKH OIlepatop, A , jeHO3HAYHO je MPeJICTABEEH CBOJOM CHEKIPATHOM
opmonm:

A=>apR, (2.4)

TIIe peanHu Gpojesu a, TIPEICTABIbajy CBOJCTBEHE BPEIHOCTH onepatopa A Koje ce Mozy
00bumu mepersem oBe oricepBadie, ok P, mpencraBibajy ceojcmeere npojekmope (Ha
CBOJCTBEHE TOANPOCTOPE) OBE OIcepBabie, y3 YCIOB jeOHO3HAuUHOZ TPUAPYKUBAHA
a, — P, 1 OpTOroHaIHOCTU POjEKTOPA:

PP =5 P. (2.5)

n

Cnexmpanna mepa oniepatopa A 3a unTepsan® BpeaHocTH (e, ), 3a clyuaj
/4 P parop P P ydaj

YUCTO JIMCKPETHOT CIIEKTpa BPEIHOCTH OBe oncepsabue, {a,,n = 1,2,3,4,...},
neuHuCcaHa je 30MpoM IpojeKTopa:

% 3a o3Hake BUIETH CTP. iV.
* Koju MOxe GUTH ¥ MOJTy-OTBOPEHH, MM 3aTBOPEHH MHTEPBAIL.
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Pusy= 2 P (2.6)

IJie Ce CyMHUpame BpIIM CaMO 332 OHE CBOJCTBEHE BPEIHOCTH KOje Maaajy y 3aJaTH
unTepBan (a, f).

2.3 /luckycuja nocmynama

Crame KBaHTHOT CHCTEMA j€ elIEMEHT XWIOepPTOBOT IIPOCTOPA CTarbha M HE MOXKE
ce (3a pa3nuKy OJf KJIacHUYHEe MEXaHWKe) WIACHTU(UKOBATH ca orcepadiiaMa Koje
MPENCTaB/ba]y (U3MUKe BETUUMHE, Jep OIcepBadiie TMPENCTaBJbajy OIeparope
(mpecnrkaBama) Ha MPOCTOPY CTaba — Ha KOje ce OJJHOCH Noce0aH MOoCTyarT.

VY nopehemy ca KIaCHYHOM MEXaHHKOM, KBAaHTHA MEXaHMKA UMa CXH30HMIHY
OCHOBY: TI0jaM KBaHTHOT cmara J€ 0060jeH O] TIOjMa KBAHTHE GelUUUHE
(,,oricepBabie*), 0K je TO y KJIIACHYHO] (PU3HUIH 00jeTUH-EHO MOjMOM Tauke y pasHoM
npoctopy. Kinacnuno, mo3HaBame cTama ojipelyyje, u To jeTHO3HAYHO, BPETHOCTH CBUX
(GM3UYKHAX BETMYMHA TATOT CHCTEMA; TO je, (POPMaITHO, TIOCIISTHIIA YHFHCHHLIE 1A Cy CBE
(u3MyKe BeNMYMHE 3alpaBO aHAIUTUYKE (yHKIMje Ha (Ga3HOM TPOCTOPY.
KBanTHOMEXaHWUKH, MaK, TO3HAaBaWke CTamba He ojpelyje BpeaHOCTH (H3HUYKUX
BennuuHa (orcepBaliu) — WHaye He OM Ouo morpedaH mocebaH MOCTyaaT o
oricepabiama, Oar Kao IITO HEITO CIMYHO U HE TIOCTOJU Y KJIIACUYHO] MEXaHHMIIH.
Otyna ce Hamehe odeknBame: ako jeTHOM CTamy HE OJIroBapa jeIHO3HAYHA BPETHOCT
HeKe orcepBabie, OHIA je HYKHHU €JIEMCHT KBAaHTHOMEXaHWUYKE TEOpHje IojaM
BepoBarHohe. To ject, ako ce, 3a jeTHO3HAYHO JEPUHUCAHO CTamkE, MEPEHEM HE MOpa
JTOOUTH camMo jeflHa BPEJHOCT HEKe oricepBaliie, OHJIa KBAHTHO MEPEH-E Ha CUCTEMY
MOpa UMaTH OJJTMKE CTOXaCTUYHOCTH — Oalll y CKJIay ca TpehuM MmocTyaaToM.

OCHOBHM M OIIITH 3aJaTak KBaHTHE MEXaHHKE je€ MpopauyyH BepoBaTHOha
norahaja (pe3ynrara Mmepema) 1 OUYCKMBAHUX (CPEbHX) BPEIHOCTH oricepBadiu. Tama
ce MoJIpa3yMeBa Jia je CTame CUCTeMA MO3HATO (y CBaKOM TPEHYTKY — BujaeTH OJesbak
2.11).

[Toctynat o BepoBaTHOhama UMILIUIIMPA J1a CE€ CTAE CUCTEMa 3alpaBO THUYE
ancamoéna — ckyna, no Heuemy uOeHmMuuHux, mehycoono Heunmepazyjyhux usuuxux
cucmema. OBO Clleld Ha OCHOBU YHILEHHUIIE J1a TI0jaM BepoBaTHOhe MMa cMHCiIa caMo
Ha aHcaMOny, Tj., Ha CKYIy HJIEHTUYHO OOaBJLEHHUX MEpEHa Ha CBHM EIIEMEHTHMA
ancambna. Tako, ako y aHcamOny uma N HISHTUYHO HPUNPEMIbEHHX CHCTEMa
(enmemeHnara aHcamb61a), Mepere HeKe oricepBaliie y OIIITEM CITy4ajy Aaje Ucty, i-Ty
BPEHOCT, Ha CKymy oJ N, TOHaBJbama Mepema. [Ipu Tome, Kako 3axTeBa TeOpHja

BepOBaTHOhe, MOpa BAXKUTHU:
N=>'N,,
i

JIOK CTaHJapaHa JepuHHIMja BepoBaTHOhe i-TOr pe3yarara Mepema, p;, 3aXTeBa
Ba)KEHHE JIMMeECa:
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N—w

N
P = lim W ,
IOTO BOAM HCHYILCHY YCIOBAa IMMO3UTUBHOCTM W HOPMUPAHOCTU  PaCHonciic

BepoBarHoha, {p,}:

(@) p=0,Vi,
(6) Z Pi =1.

[lonazehu ox cratuctuuke JepuUHUIM]E CpeAme (OYEKMBAHE) BPEAHOCTU
oricepBabiie A y cramy |y), <A> =>aWw (A,|l//>, an), JIaKo ce JIoKasyje:
n

(A)=(w|Ay). 2.7)

Ako crame |p) HHje CBOjCTBEHO 3a omcepBabmy A, oHIa Baxu
W(A,|z//>, a, )< 1, ¥n, TO jecT, MOCTOjM BHIlIE MOryhux pe3yirara Mepema. Taza ce

yBOM Mepa Heoopehenocmu (HejeTHO3HAUYHOCTH) BPEIHOCTH omncepsabne A 3a
CHCTEM Y CTambY |y ), CIManoapoHum 00CIynarsem, AA, nepunucanuM uspazom:

ah= (A= (A)f ) =+ (h2) - ()", (2.8)

IJIe Ce CBa YCPE/IbaBakba 0JJHOCE Ha | ) .

3a BpemHocT a omcepBabne A 3a kojy Baku W(A,|z//>,a)=1, Win,

eKBUBAJIGHTHO, AA=0 y cTamy |y), ce Kaxe Ja je ,,0lITpa BPeIHOCT ",

2.4 Ilojam nojeounaunoz cucmema

CBaku KBaHTHHU aHCaMOJI ce CacTOjy U3 MOjeIMHAYHUX CUCTeMa (T0jeIMHAYHUX
eneMeHaTa aHcambOina). @U3KMYKy, TO Cy €IEMEHTH Ha KOjuMa ce BPILIU MEPEmhe U KOju
MmelycoOHO He unTeparyjy. CBu eneMeHTH aHcamOIla Cy Ha MCTH HauuH IIpenaprupaHu
(ma cy y ToM cMHUCIy MJIEHTUYHH) U Ha CBAaKOM O[] BUX ce 00aBJba (MaKpOCKOICKH
IJIeJaHO) UCTH TOCTyNaK mepewa. Onepamusno, TIOjJEMHAYHN €JIeMEHT aHcamOuia je
CBAKU IMOJeMHAYHU pe3ynrar Mepema. CTrame M0jeIMHAYHOI CHCTeMa KBaHTHOT
aHcaM0J1a HHMje yHarpe]l T03HaTo, HaKo je MO3HATO CTame aHcaMmbOia. MelhyTumM, ako ce
CHCTEM Hala3h y HekoM (,uucToM™) cramy |y) (B. Omesbak 3.4, a Ka0 KOHTpacT
Opnesak 3.6), mto je (mpema Iloctynary o cramuma) eneMeHT XuiadepToBor IpocTopa

CTama, TaJa je CTalkbe M CBAaKOI TMOjeIMHAYHOT eleMeHTa (CHcTeMa) y aHcamOmy
jemno3Ha4yHo ofpeheHo. OBo je ycrocTaBbeHO cienehiM mocrynaTom.

I[IOCTVJIAT O IIOJEJUHAYHUM CUCTEMHMMA: Heka je Heku aHcamOn y
(,;arcToM) cTamy |y) . Ako je BepoBaTHOhA 1a ce MepereM Heke orceppadie A Ha
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aHcaMOIly y TOM CTamy 100uje pe3yaTaT M3 HEKOr MHTepBana [a,b]| jemmaka

JEVHHUIIM, TaJla MEPEHE Ha CBAKOM TOjeIMHAYHOM €JIEMEHTY aHCaMOJ1a HY)KHO Jaje
WCTH PE3YATaT, TO JECT BXKU jeHAKOCT:

W(A|y).[ab)=1<

{pesynTaT Meperba y uHTepBany [a,b] je ancomyruo curypan )Joraljaj}

JIpyraunje ncka3aHo: CBaKH €IEMEHT aHcaMOJ1a KOjU Ce Halasu y CTamy |y), U

caM ce Hajla3u y NUCTOM KBaHTHOM cTamy. OBaj MOCTyJAaT je Of] CYIITHHCKOT 3Havyaja 3a
KBaHTHY HWH(OpPMAaTHKy, Yy Ko0joj ce OapaTa moOjeIMHAYHUM cHcTeMuma (T3B.,
KyOuTOBUMA).

2.5 Penauuje neoopelhjenocmu

Cpenumimy 1ojaM KBaHTHE MEXaHUKE jecy penanuje Heoapehenoctu. Pamu ce
0 TeopeMy — MOCIEeIUIM OCHOBHHUX MOCTYyJIaTa — uyije (PU3NUKO 3HAUYEHE HE CaMo J1a He
MIpecTaje Jia MpUBJauy NaXmkby UCTPakMBaya, Beh je y U3BECHOM CMHCIY U jelaH O]1
CpemuIIBbUX (U3MUKUX TI0JMOBA KBAaHTHE MH(POPMATHKE.

TEOPEM 2.1: Heka cy A uB nBe oncepBabne Ha XuiIGepTOBOM NPOCTOPY CTamba
cuctema. Hexka je crame |y) TakBo na npumaja JoMeHy o0ejy OBHX OrcepBalim, Kao 1

JIOMEHY BHXOBOT KOMyTaTopa. Taza BaKy HejeTHaKOCT:
1 -
AA-ABZEK[A, BM, (2.9)

pH  4emy <[A, §]> = <1//|[A, I§]|1//> , @ Ha JICBOj CTPaHW Ce I0jaBJbyjy CTaHIap/Ha
OJICTYIaEba OTICEPBAOIIH y CTOM CTambY |y) .

0 Jlokas: Kopucruhemo 106po nosuary IIBapLoBy HejeqHAKOCT: |<u|v>|2 <(ufu)v|v),
KOja BakH 3a OMJIO KOja [Ba BEKTOpa |u) u |v) cBakor Bekropckor mpoctopa. Cara,
yBoziehu o3Hake: A'= A—<A> nB'=B —<I§> , TJIE CE YCPEmhaBame OICepBabIy BPIIN
y cTamy |y), AedHHICAHOT YCIOBHMA TEOPEMa, 3TOJHO je YBECTH HOBE IS(QHUHHUII]C.

Haume, neQunncamem |u)=A'ly) u|v)=B'|y’), HemocpeemHo ce mpUMembyje
[1IBapiioBa HejeTHAKOCT:

By < (vlAz|y )y B2|y). (2.10)

(v
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Kako A'B' :%(A'§'+ E'A')+%(A'I§‘— E'A’) , TO ce JIeBa cTpaHa u3pasa (2.10)

MOKE TIPEMUCATH Y OOJIHK:

L R 2 L 2 e 7 L3 % (2.10a)

[Mamrehn nedunmMje orcepradam, cMeHOM y u3pas (2.10), mobwuja ce:

(A2l [B2]y) = (AF(a8F = Ly [, 81 2,106

Cajia, Kako BaXKH jeJTHAKOCT [A', B } = [A, B] , oOWjeHa je HejeTHAKOCT:

(09" (28)" = [ [ 8])
4

ITO je APYIH 3aruc penaiuje neoapehenoctn, uzpas (2.9). m

YounTH 1a 3a cTama Koja HUCY Y TPECeKy JOMEHa Oreparopa HaBeACHHX Y
Teopemy, peranuje HeoipeheHOCTH He MOpajy 1a Baxke. Kao npactiyuan mpumMep y 0BOM
CMHCITy C€ TOjaBJbyjy CHUTYyalldjeé y KOJUMa KBAHTHH OOJEKTHM HHCY BHIIE Ha
pacronaramy, HIIp., 32 MEPEHE, Kao y CIy4dajy demexyuje KeaHmuux vecmuya (HIP.,
(hoToHa Ha 3aCTOPY), Y KOM CITy4ajy KBaHTHE YECTHIIC ,,HeCTajy* — OrBajy 3axBaheHe o1
CTpaHe CpeiMHE KOjOM C€ HHXOBO TIPHCYCTBO aerektyje. Otyma ciemu |
HENPUMEHJBMBOCT peraryja HeoApeheHOCTH — caMOM YMELCHHIIOM Jia HHje TI03HATO
CTame KBaHTHUX YECTHUIIA KOje Cy JeTeKToBaHe’.

Criermjanan cimyvaj penanja HeoapeheHocTH cy penanuje 3a orcepBadie
nonoskaja ¥ uMIyica, X, p. Kaxo Baxu [X, p]=in, cmenoM komyratopa y uspas (2.9)
BOJIM CJIaBHUM Xaj3eHOeproBUM peranrjama HeopehenocTn:

ARAD > Z . 2.10)

2
'

(2.108)

CaMo y OBaKo jeTHOCTAaBHUM CITy4ajeBUMa — KaJia Ce ca JICCHE CTPaHe y H3pasy
(2.9) nana3u KoHCTaHTa (YMHOKaK jeIMHUYHOT OIEpaTopa) — MMa CMHUCIA UCKa3: ca
cmarberbeM cmanoapoHoe oocmynarea (Heoopelenocm) jeone oncepeabine, yeehaea ce
cmanoapoHo oocmynaree(Heoopeherocm) opyee.

3ajatak  Qusuukoe mymauerba penayuja Heoopehenocmu je jelaH OJ
CpEeIUILIHLUX 3a/IaTaka KBAHTHE MEXaHUKe. Y Be3U ca THM Ou Tpedano uctahu: y uzpasy
(2.9) ce mojaBbyjy cTaHIapaHa OACTyMama KOja, Ka0 M CBE CTATHUCTHYKE BEITMUYHHE,

° OBgie je xopuniheHa YMHEHUIIA 12 <l// |{A', B '}|l//> IpeICTaBba peajaH, a <l//||:A, B] W> YHCTO

A 2
nMaruHapan Opoj, ma je KsajpaT MOyna |<l// |A'B'|l//>| npocTo 30Mp KBajgpaTa peasHor H

MMarMHapHOT JieJa KOMIUIEKCHOT Opoja <l//| A'B '| l//> .

6 Jlerexuuja KBAaHTHUX YECTHIIA CIIAJA Y T3B. HENnoHOEmuea Meperva (Onemvak 3.1). Jlakne, penauuje
HeonpeheHoCTH He Bajke 3a HeMoHOBJBHBa (Nonrepeatable) mepema.
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MMajy CMHCIIa caMo y KOHTEKCTY (KBaHTHOT) ancambOia. OTyzia HUje OYHrIieIHO (U HUje
HU jJaCHO) Jia JH peJanuje HeoapeheHOCTH HOCe HKaKaB Caapxkaj y KOHTEKCTY
NOjeIMHAYHUX CHCTEMA, Tj., TI0jeIMHAYHHX eJleMeHaTa KBaHTHOT aHcaMOJ1a.

Jeono nozpewno mymauere penayuja neoopelenocmu:

Hcmopujcku, penammje Heoapehenoctn Hajuernhe cy tymadene Ha cienchw,
nozpewian, HAYUH: , Mepeme oncepsabne A caTaunonhy AA npowussomm (y3pokyje)
neozapehenoct oncepsadne B y usHoCy, HajMambe, AB (Tako 1a je 3a10BOJbEH H3pa3
(2.9))*. loka3 nmorpemHocT! OBOT cTaBa je npeamer 3anarka 2.10. OBae camo jorn
HAlOMEHA: JI0Ka3 MMa aHCaMOaJICKy OCHOBY, T€ C€ WCTH JIOKa3 THUM IIpe THYE
MOjeTMHAYHUX eJIeMeHaTa aHcaMOIia - 3a KOje MHaue | HHje JaCHO Kako OW UM ce
MOTJIA IPUIPYKUTH CTATHCTHYKA OJICTYIamba.

Oryna je 3roJHO 1MoceOHO HAIJIACUTH: TIOCTOJU YUTAB HU3 HEMOY3/1aHUX, 1A U
HETaYHUX TyMmMauema peranuja HeoapeheHoctu, oa kojux ce BehwHa Thye mpoiieca
Mepema’ — Xepbym 1984.

Ancambancko mymauerse penayuja neoopelenocmu.

[Tomenmmo jeman ancamoOI1 y cTamy |1//> Ha nB8a noxancamoira. Ha ocaoBu Onespka
2.4, cBaku OJ1 THX NoJiaHcaMbaa Guhie y HCTOM cTamy, |y ). 3MepiMo Ha jeTHOM
nojancamMOny orcepsabny A, a Ha apyrom omceppadmy B. Tama Teopem 3.1

rapaHTyje Bakeme penarmije (2.9) 3a cTaHIapaHA O/CTYNama oricepadmi A u B,
KOja ce IIpopauyHaBajy Ha OCHOBH Mepea Ha JBa 1101aHcaMOI1a, 00 y cTamy |y/) .

N3Ban ancambasicke MHTepHpeTanuje, u3pas (2.9) He TOBOpH MHOTO O TIPOIIECY
Mepemwa. Ca apyre crpaHe, aHaim3a rnpoieca Mepema (B. [lornmasise 111) He moBesyje
TpolLec Mepema ca penalyjama HeozapeheHOCTH Ha jeHO3HAYaH HAuMH® (BUOETH M
Jlooamak 2.3). Otyza je Be3a OBHX JIB€jy BEIMKHUX TeMa OCHOBA KBAHTHE MEXaHHKE
npeomem mymauerna (Unmepnpemayuje), M jeIHO TaKBO, MIMPOKO mpuxBaheHo,
TyMaueme je npeaMer cieneher ogespbka.

2.6 Ilpunyun Komniemenmaprocmu

Beh ocHOBHM mocCTynaTH KBaHTHE MeEXaHUKE KOMIIPOMMTY]Y MHTYMLH]Y
3aCHOBaHY Ha M0jMOBHMMa KJIacM4YHE (u3uKe. Y MU3BECHOM CMHCIY, CaJpikaj KBaHTHE

7 Besa penanuja HeopeleHOCTH U Mepera HUje jeIHO3HAYHO YCIOCTAB/LEHA — OCHUM Y MEPH Y KO0jOj
Jj€ TO YCTIOCTaBJHEHO y OKBHpPHMAa aHCaMOAaJICKOT TyMauema peanuja HeoapeheHocTn — u3 pasiora
mro je (3amaTak 2.10) mpomec Mepema TMHAMIYKH TPOIiec, 10K je y (2.9) Bpeme dukcupano. Cama
TeMa Mepema 3arpema J100ap 1eo oBe Kibure, a nocedno y [lormassmuma 1, 1V u VII.

8 Heke Bapujanmje Ha TeMy CIIENMjaIHUX CTy4ajeBa KOjH MOTY YHETH 3a0yHY y KOHTEKCT TyMauema
penanyja HeoxpeheHnocTn npencrasisene cy y Jooamky 2.3.
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nH(pOpMaTHKE U padyHama IMPEICTaB/ba MPUMEHY (PU3MYKUX OCHOBA, Tj., TyMadyema
(uHTEpIpeTaIrje) KBAHTHOMEXaHUIKE TEOPH]E.

VY wucTopuju Ta3Boja KBAaHTHE MEXaHMKE Yy OBOM CMHCIY HOCEOHO MECTO
3ay3uMa, T3B., KoneHxareHcka mkoJja (KOIeHXareHCKO TyMayeH¢e) KBAaHTHE MEXaHUKE
Y 41jOj OCHOBH j€, T3B., IIPHHIIUIT KBAHTHE KOMIUIEMEHTAPHOCTH.

[lpyHIMT ~ KOMIUIEMEHTApHOCTH  YCIIOCTaBJba  IMOCTOjakbe  Mel)ycoOHHO
UCK/bYYUBUX MEPCKUX CUTYyallWja, Y CMHCIY Ja Mepeme ojpeheHe BpcTe MOXe y
MOTITYHOCTH €IMMHMHHUCATH MOTryhHOCT 00aBibama HEKHX JAPYTHMX MEpemha y HUCTOM
IOCTYIKY, CHMYJITaHO, ¥ TO Y IpUHIMITY. Tako, Meper-e Heke oncepsadne A, mo oom
NpUHIMITY, OHemoryhyje JnoOujame  jeHO3HAaYHE BPEIHOCTH  HEKE  H0]j
HeKkoMIaTuOmIHe (HekoMyTupajyhe) omceppabme B y HMCTOM MEPHOM MOCTYIKY
(ucroBpemeHo). Kao ¢opmaman u3pa3z oBe HCKIBYYUBOCTH, )CHOCHMAB/HA NPUHYUN
KoMnieMeHmapHocmu, TIOjaBJbyjy Ce€ penanudje HeoapeheHocTH — HapaBHO, Y
ancambanckom KOHTEKCTY. IIpr ToMe, He pau ce 0 OTpaHHYEH-IMa TPAKTHYHE BPCTE,
TJ., O c’1abOCTUMa amaparypa y MOCTYIKY Mepema, Beh ce THue CBUX MOTyhiX MepCcKux
MOCTyMNakKa, Kako Toji OWIi CMUIIJbEHH.

[TpyHIMIT KOMIUTEMEHTApHOCTH YCTIOCTaBIba U ClieNiehy nponuc. y CBako] MEPCKO)]
cCUTyalju Tpeba OITPO PA3IMKOBAaTH O00jeKaT Mepema O] MEPHOT HHCTPyMEHTa
(amapata). [1pu Tome, GU3HUKN CUCTEM KOJH j€ Y jeTHO] MEPCKOj CUTYaIlHji OMO arapar,
y HEKO] JPyroj MEpPCKO] CHUTYyalluju MOXKe OWTH Ae0 (TOJCHUCTEM) O00jeKTa Mepema.
KommiemeHnTapHoCT ce caja 1ojaBibyje Kao OrpaHHYEH-€ Ha MPEHOC 3aKJbydaka Ha
pa3IMIUTE MEPCKE CUTYAIIH]E.

[TocTymak Mepema je CpearIIbT U3BOP MpodieMa y TyMadehy KBaHTHE MEXaHUKE
— INTO ce OuMTyje MOTpeOOM 3a YCIOCTaBJhalkeM IoceOHOr TmocTynarta (Tpeher
MoCcTynara) KBaHTHE MexaHuke. OTyna je oBe Jara jeaHa ommcHa (opMyliarpja
MIPUHIMIA KOMIUIEMEHTApHOCTH a Ha TEpeHy IOCTYIKa KBAaHTHOI Mepema. OmiiTuje
dhopmymnaruje (HIp., Be3aHe 3a yaTHOCT TAJIaC-4€CTHIIA) OBOT MPHHIIMIIA C€ MOTY Hahu
Ha JAPyruM MecTrMa (B., HIp., Xepoyt 1984, Mapuh 1986).

WHTYUTUBHO, NPUHIIMIT KOMILIEMEHTAPHOCTH YCIIOCTaBJba MPaHUILy Y CAMUM
MOTYhHOCTHMa MCTOBPEMEHOT MEpEeHa HEKHMX oricepBadii — a mro je Tema Ilormasssa 1.

2.7 llocmynam o keanmu3zayuju. Ilocmynam o cmenenuma cinooooe.

[peHoc knacnuHMX BapyjabiM y KBAHTHH KOHTEKCT, @ Y CKJIa/Iy ca IOCTY/IaTOM
o oncepBaliama, 3axTeBa noceban npomnuc. Taj nponuc nat je y OKBUpY MCHOJI, a Ha
OCHOBH Hera (1 06e3 HheroBe eKCIUIMIMTHE IPUMEHE) pa3MaTpamMo U GUlUeOUMEH3UO-
HalHe KBAaHTHE CUCTEME.

OBUM NOCTYNIAaTOM YCIIOCTaBJbajy C€ OMILITH MPOIUCH NpeHoca (PH3UUKHUX MOJeNa
13 KOHTEKCTa KIIaCHYHE Y KOHTEKCT KBaHTHE (DU3HKeE, U MPEeICTaBIba jeIHYy 0J] OCHOBHUX U
HajBKHUJUX PELIENITYpa Y ONIEPATUBHOM pajly y OKBUpHMA (hOpMATH3Ma KBAHTHE MEXaHHKE.
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[IOCTYJIAT O KBAHTU3ALIMIU: Cakoj KIacu4HOj Bapujabiu (U3HUIKOT
CHCTEMa jeTHO3HAYHO C€ MPUAPYXKYje jeJlaH epMUTCKH orieparop (Koju Ieiyje Hajl
MPOCTOPOM CTama TOT CUCTEMA) Y CKJIa Iy ca cieehnM CKYIoM MpaBuia:
(1) ocHOBHM cKyn BapujadiIM MOCTaje OCHOBHHU CKYI OICEpBAOIM — CTCIICHH
c11000/1¢ ¥ FbUMa KAHOHCKH KOH>YTOBaHUX UMITYJICA,

(2) oA+ B — oA+ B, 3a npou3BoJbHE peanHe Opojese o, [,

(3) AB— % (AB + BA) - cumerpu3oBanu npom3Bo.L

4 [A, B]PB %—%[A’ B],

(5) IlpecnukaBama y Taukama 3 U 4 oJIMKyje MaTeMaTuyKa HeTIPEKUJHOCT.

Ca necHe ctpane cy epmutcke orcepaodne. Munekce ,,PB* o3nauasa ,,IlyaconoBy
3arpany* (B. Mywuyku 1984), a cpenma 3arpaja KoJi oreparopa o3HadyaBa KOMYTaTop
—Buyietr /lodoamax 2.2. OcCHOBY IpUMEHE OBOT MOCTYJ1arta oapelyyje cinenehu mocrynmar
KBAHTHE MCXaHHKCEC.

[NTOCTVYIJIAT O CTEIIEHHUMA CJIOBO/IE: CBakoMm cTereHy cio6oe Gu3nIKor
cHcTeMa IPHIPYXKYje Ce jelaH MpoCTop CTama, H;. YKymHH mpocTtop crama, H ,

KBaHTHOT CHCTeMa Je(UHMINE Ce Kao TEH30PCKH TMPOM3BOJ IMPOCTOpA CTama
MojeIMHAYHUX CTEeNeH! cnobone, H = ®; H;.

Jlaxute, octynar o creneHuma ciioboje (popMaIHO yBOIM TPOCTOPE CTama 3a
JaTe KIACHMYHE CTeneHe cioboje cucrema. TH TPOCTOpU CTama, KOjU CE TUIY
MOjJeIMHUX CTEIeHa ci1o0oe, mocTajy gaxmop npocmopu (Jodamax 2.2) yKymHOT
MPOCTOpPA CTama CHCTEMA:

H=®H,.

Han dakTop mpoctopuma crama cana Aenyjy orncepBadie Koje ce, Ha OCHOBH
KJIACUYHO 33/]aTHX CTETIeHA CI000/1e, KBAHTY]y Y CKJIay ca MPETXOJHUM MOCTYIIATOM.
Ce ormcepBabne cucremMa Koje JAelyjy Haja YKYIHHM HpPOCTOPOM CTama Cy cajia
aHaTUTHUYKe (PYHKIIMjE OCHOBHOT CKyIa OrcepBabiu (Tj., cTerneHa cio0oje U HhHMa
KOHjyrOBaHUX MMITyJIca — Oalll Kako je TO U Y KIITACUYHOj aHAYTUTUYIKO] MEXaHUIIH).

Axo je {‘¢(“)i>} jenan OHbB ¢dakTop mpocropa H,, Taja ce CBakd €JIEMEHT

YKYIIHOT IIPoCTOpa crama’, |W) e H , Moxe 3aIMcaTy y OIuITeM O0/IHKY:

¥)= 3 ay [o") 8]0, 810 .. @11
i,j.K,...

® Jenan OHB yKkynHOT mpocTopa cTama je {‘(o(l)i > ®‘(o(2) i > ®‘(0(3)k>..} , Kaja ce y3my y o03up cee

KoMOuMHaIMje nHaekca i,j,K, ....
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2.8 Ynympawirou cmenenu cnooooe: Cnun

Hexn excniepumentn, nomyr cnasHor IllrepH-I'epiaxoBor excnepumeHTa
({ooamax 2.4), ykazyjy Ha temkohe o0jaimerha HEKAUX KBAaHTHUX edekaTa Kaja ce
MoJienT e)eKTa 3aCHHBA HA CTaHAAPIHUM (IIPOCTOPHHM, ,,CTIOJHAIIEUM ) CTETICHHIMA
cnobosie — Kajma ypadyHaBame CBUX MOTYNhHOCTH 3a objamrmere edekra, a Koje ce
MOJICITYjy Ha CKYITy OTicepBalIv BEKTOpA MMOJIOKaja ¥ MIMITYJICA jeHOT BHUIICUSCTHYHOT
CHCTEMa, HHje JOBOJPHO 3a oljammmbere Hekux edekata. Tama je HenzOexHa
MPETIIOCTaBKa O TIOCTOjarby HOBUX, O OTICEPBAOIH MOJI0Kaja M UMITYJICa HE3aBUCHHX,
,»YHYTpalmux™“ creneHa cinodone. Objammeme [lItepH-I'epiaaxoBor excrnepumeHTa
YCIIEIUIIO j€ Ha OCHOBH YBOE€Ha YHYTpAIIHEr CTETeHa CI000/1€ Ha3BaHOT CHUH.

CnuH je ,,yHyTpalma“ 0coOMHa KBaHTHE YECTHUIIE YMja ce (BPEMEHCKH HE3aBHCHA)
BpENHOCT, S, (heHOMeHoomKN yTBphyje. Ha ocHOBH 0Be BpenHOoCcTH M3rpalyje ce
oarosapajyhu mpocrtop crama, H . YKYITHH MPOCTOp CTama YeCTHIIE CE YBOIH Kao

TEH30PCKU NMpou3Bo]l H, ® H¢ , e je ca H, 03HaueH ,,0pOUTaIHU TPOCTOP CTamba
HaJ1 KOJUM JIeTTy]y oTicepBabJie moyiokaja u ummyiica, f u p (,,Crosbaiimby CTeCHH
ciob6oze’); cnuH HUje GyHKIM]ja OMIIO KOje 071 OBUX OTICEPBAOIIH.

Bekropcka orceppabia CliMHa, S , yeoou ce no ananozuju ca oncepeadnom
momenma umnynca, L= x p u, no nepunumiu, Huje pyHxiuja auta F, Hu p . BbeHo
yBohemwe je HeomxomHo: LllTepH-I'epiaxoB eKCIIEpUMEHT HE MOXKE€ OUTH O0jallmheH
HUTU KJIACUYHOM, HU KBAaHTHOM (PH3HKOM, 3aCHOBAHUM Ha ,,CTIOJHAIIUM CTETIEHHMA
cnobone’. OTyna ce CMHy MPUIa3y Kao YHYTPaIlkhOj OCOOUHU KBAHTHE YECTHULIE YH]ja
ce BpetHOCT (heHOMEHOJIOIIKH YTBphyje 3a CBaKy uecTHIly nocedoHo. Mcnocrasiba ce 1a
Cy II03BOJbCHE, WM monyopojHe (S=(2k+1)/2), umm 1enoOpojue (HEHEraTUBHE)
BpeIHOCTU cruHa. YecTuile ca moixyOpojHUM CIIMHOM Ha3HBaJy Ce€ ghepmuoHuma, a
YECTHIIC Ca IeTI00POJHIM CITUHOM O030HUMA.

VY dopmanuzmy:

1. yBooqu ce ormcepBabna cruHa, S= (§X,§y , §Z ), quje KOMIIOHEHTE (10
AHANO2UjU Ca MOMEHMOM UMNYICA) 3a]I0BOJbaBajy KOMYTAIIOHE peraluje:
15,8 |=inecS.,
TIPU Y€MY &jj TPEICTaBIba, T3B., CUMOOI JleBu-UnBHTa M KOPUCTUMO, T3B., AJHIITAJHOBY

KOHBEHIIM]Y (MHAEKC KOju ce MOHaBJba Yy MPOU3BOJY yKazyje Ha calOHupame M0 TOM
UHJIEKCY);
2. oBa orceppabna jenyje Haj COMHCKUM ((akTop-) mpocTopoM cTama, H,

KOjM j€ 3a BPEIHOCT CIIMHA S =1/2 JIBOJMMEH3HOHAIIHM IIPOCTOP CTamba, M je/IaH 0asuc
. . _ h
je, mmp., {|£),}, cBojerBenm Gasuc S, : S,|+), :i§|i>z ;

3. 3agoBoJbeHE cy cienehe, cumynraHe CBOjCTBEHE jeHAKOCTH (Opoj s je
KBaHTHH OpOj CIMHA):
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A 3
2 = 2
S |Sms> 4f1 |Sms> , |1/2,i1/2>z|i>z;

S,|smg) =mgA|smg),s =1/2,mg =+1/2

4. yomu ce BekTopcka Ilaynmjesa oncepsadna, & = {oy,i=1,2,3}, nedunucana
jemmakomhy S = %& . Komnonente oBor omeparopa, 13B., IlaymujeBn omeparopwu,
3a710BOJbaBAjy cienehy anreopy:
6.6, |=2iey 6,
{6..6,}=25,

5.y &, penpesentauuju [laynujesu onepatopu ce penpesentyjy [laynujeBum
MarpuIama:

1 0 0 1 0 —i
o, = (0 _J, Oy = [1 OJ’ oy = (i 0 j ; IIMKJIMYHA 3aMeHa WHIeKca penpe3eHTanmje (

Yy — Z —> X ) BOJIU IUKJTMYHO] 3aMEHH WHECKCA PETIPE3CHTAIMOHUX MaTpHIIa.

Ousnky, (a no anaroeuju ca MOMEHmMOoM UMnyica) CIIAH YeCTUIIe AeUHHIIE
MarHeTHU AWIOIHU MOMEHT, [ =—(; usS (g je daxrop Koju ce PEHOMEHOJIOIIKA
yTBphyje), KOju y CIoJballlibeM (KIACHYHOM) MarHeTHOM TI0Jby MarHeTHE MHIIYKIIH]e
B yBO/IM MOTEHIIMjAIHY €HEPrUjy CIIMHCKOT MarHeTHOr aumnona, V =—7 - B.

JleTasbHO yBOh)eH-€ CIIMHA, TOKa3W CBHX peallja U rope HaBeJCHHX JleTajba e

MoTy Hahv y CBUM YIIOGHUIIMMA; BUICTH, HITP., Xepoym 1984.

2.9 lTocmynam o euwevecmuunum cucmemuma. Ilaynujee npunyun

Axo ce (bl/ISI/ILIKI/I CUCTEM CaCTOjI/I H3 CKYyIla O N KBaHTHHX YECTHILIA, TaOa CE
MIPOCTOP CTalkba TAKBOI', CJIOKCHOTI', CUCTCMaA I0CeOHO ,Z[e(bI/IHI/H_He.

[TOCTVYJIAT O BULIEHECTUYHNM CUCTEMUMA:

CBakoj (i -T0j) KBAaHTHO] YECTHIIM Y CUCTEMY CE MPUAPYKYje jelaH MPOCTOP CTama,
H; . IIpoctop crama H cioxxeHor cucrema je neuHrCcaH Kao TEH30PCKU IIPOU3BO.T
CcTama MOjeIMHaYHIX KBaHTHUX YecTulla, H = ®; H; .

Bpoj crenena cno6ose nmojeqMHaYHNX KBAHTHUX YECTHUIIA Y CII0)KEHOM CUCTEMY
MoOke OuTH mpou3BosbaH. OTyga MPOCTOp CTamka CIOKEHOT CHUCTeMa MOXKe
MaTeMaTU4KH TPEICTaBIbaTH YUCTUHY CI0XKEHY CTPYKTYPY.

On cBUX BpCTa CIIOKEHHX CHUCTEMa, Of Hajseher WMHTepeca Cy CUCTEMH, T3B.,
HepazmuHusux (uoeHmuyHux) yecmuyda. ,,;HepazmmurBOCT  3ampaBo MoApa3yMeBa jeTHAKOCT
CBHX OCHOBHUX MapameTapa 4eCTHIIa Y CKYITY, Kao IITO Cy Maca, HaelleKTPUCAE, CITHH.
A y KOHTEKCTY KBaHTHE MEXaHHKE, O] IOCEOHOT 3HayYaja je CIIMH KBaHTHUX YECTHUIIA.
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Haume, y 3aBUCHOCTH 0J1 BpPETHOCTH CITUHA ( S ), CKYY UIACHTUYHUX YECTHIIA CE MOTY
NPUIPYKUTU PA3IHYUTH TPOCTOPH CTawba. [Iponuc KOju TO YCIOCTaBJba je 3alpaBo
(eHOMEHOJIONIKO TPaBWIIO KOje HMMa 3a TOCIeNuily, T3B., llaymujeB mpHHIMIT
UCKIbYUCHA.

Yectune nemoodpojaor crmua (0, 1, 2, 3, ..) Ha3uBajy ce 6030HuUMA, JOK CE€
gectrile mosyopojuor crmHa (1/2, 3/2, 5/2,...) HazuBajy gepmuonuma. TlomeHyTO
(hEeHOMEHOJIOIIKO TPABUIIO YCIIOCTaBIba JIa TIPOCTOP CTakbha UACHTHYHMX 0030HA YMHE
UCKJbYUUBO CUMempUyHa CTama. 3a pepMHOHE, UCTO MPABUIIO YCIIOCTaBIba Jia POCTOP
CTama UICHTHYHUX ()ePMUOHA YUHE CAMO AHMUCUMENMPUYHA CTATHA.

CHMETPUYHOCT M aHTHCUMETPHUYHOCT Cy OCOOMHE BEKTOPA CTamba y OJHOCY Ha
nepmymayujy yecmuya. Haume, ako 3aMEHUMO J1Ba O030HA, CTAHE CKYTa UICHTUYHUX
0030Ha ce HE CMe TMPOMEHHTU. 3a ¢hepmuoHe, TAK, TEpPMyTallja Tapa YeCTHIIA

YCIIOCTaBIba HpPEI3HAK ,MHHYC® Kao mocrmemuiy: |y)—224 5 Jy/) . 3a map

WICHTUYHUX 0030HA, CUMEMPUYHO CTAbE j€ JaTO U3Pa30M:

1

25 (Wl 2, +2hlv),) (212)
Jaxie, n1Ba uneHTHYHa 6030Ha ce MOTY Hahu y jeHOM Of1 IBa Moryha cTama,

w WA y, a 300T WISHTHYHOCTH YECTHIIA, HE 3HAMO KOju O030H je y KOjeM CTamYy.

dopmaiiHo, 6030HE OpojuMO MHACKCHMA | W 2, a BUXOBA HISHTUYHOCT C€ OrJjieaa y

MOCTOjaby ,,KOPETMCAHOT CTama’; nJa je, MaK, CTame CHUCTeMa ,,HEKOPEIHCAaHO,

\w),|x),, Tama Om crame mpBor 6osoma y mapy Owio y , a Japyror yz, Te Ou

Pa3MKOBaE KBAHTHUX CTakha OMOTYNHIIO pa3IMKOBae KBAHTHUX YECTHIIA.
3a map hepMUOHa, aHmuUCUMEMPUYHO CTabE je JaTo ca:

%QW>1|Z>2_|Z>1|‘//>2)- (2.13)

[Mepmyrarmja yectuna (Tj., 3aMeHa UHAEKca | U 2, WM, EKBUBAICHEHTO, CTaba
w W x ), BOOM IPOMEHH Tpe3HaKa y U3pa3y 3a KOHAuHO CTame napa gepmuona. Kao
HETIOCpe/Ha TMOCNIeUIa AHTHCHMETPUYHOCTH youaBa Ce: jeIHAKOCT CTama, ¥ =y,
UMILUTMIMpA JEJHAKOCT HYJIM 3a CTalke YKYIMHOT cucTeMa (mapa (pepMHOHa), ILITO
3aIpaBo 3HAYM JIa TAaKBa CTamba Y CKYITy HCHTHYHHUX (PepMHUOHA HE MOTY TIocTojaTh. Ta
3abpaHa ja ce 610 Koja 1Ba pepMHOHA Y CKYITy WACHTHYHUX (pepMuoHa Mory Hahu y
HICTOM CTamy je Mo3HaTa Kao ()eHOMEHOJIOIIKO MPaBUIIO aTOMCKE (PU3UKe TO3HATO 10T
Ha3uBOM ,,IlaynujeB npunmmn®. M to npaBuiio Tye ce 6110 Kojer Opoja UASHTHYHUX
(depMuoHa, He camo mapa (pepMHOHA Kao y TOPHEM IIPUMEPY.

I'ope-nomMeHyTO MpaBHJIO O MPOCTOPUMA CTama Cafa YCHOCTaB/ba Jla Ce Y
CYMEpIO3UIHjU

Zi‘,ci|(0|>
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3a CKyIl MIEHTHYHMX 6030Ha MOry Halil CaMO M MCKJbYYHBO CHMETPHYHA CTamba |¢; ),

JIOK Ce 3a CKyIl (hepMHOHA y CYMH MOTY HahM MCKJbYYMBO M CaMO aHTUCUMETPHYHA
CTamba |(pi> . M3rpanma TakBUX CTama 3a BUILICUYECTHYHE CHCTEME HIICHTHYHUX 0030Ha,

i (pepMUOHA, C€ HEMOCPETHO YOI TaBa Ha OCHOBH u3pasa (2.12), wim (2.13), u moxe
ce Hahu y niutaparypu (B. Xepoym 1984).

Konauno, BaxxHO je ncrahu a ce rope npeicTaB/beHo MPABHIJIO O POCTOPHMA
CTama UACHTHYHUX 0030Ha U epMHUOHA THYE YaK M CHCTEMa Y KOjeM Hema (HJIH ce He
pa3marpa) mel)ycoOHa MHTEepaKIija KBAHTHUX YECTHIIA — JIAKIIC, CBE jeTHAKO BAKU U 32
,»AJIETHU rac’ 6030Ha, win (epmMuoHa. MehynenoBame (MHTEpaKIMja) Y CUCTEMY j€
JIOJTATHU YCJIOB KOJU OBJIE HUjE pa3MarpaH. Tume cMo KeJleH J1a TOCeOHO UCTaKHEMO
3Hay4aj NPUHIIMIIA HEPA3JIMYMBOCTH (MICHTUYHOCTH) 32 KBAHTHE YECTHIIE, C 003UpOM Ha
YHEHECHUITY J1a ,,KOperucaHocT  cTama (2.12), 1j. (2.13), Huje mocnenuia WHTEPaKIIH]je
Mel)y decTriama CJIoKEHOT CHCTeMa — KOPEIMCAHOCT CTamba CIIOYKEHOT CUCTEMa Kao
MOCIIEeIMIAa MHTEPAKIIM]E MOACUCTEMA je TIpeIMeET 3a1aTka 2.9.

HATIOMEHA: ®eHOMEHONONKO MpaBWIO HMACHTHYHOCTH C€ HE MpPHMEHYje Ha CBaKH CKYII
UJIEHTUYHUX YecThna. Ha mpumep, mocnenuna osor mpasiia, [laymujeB NpUHIMIL, ce HE MOXeE
NPUMEHHTH Ha CBE EJIEKTPOHE Y CBEMHUPY, HaKO OM ce Ha NMPBH TIOIVIE TO MOIJIO PETIIOCTABUTH Ha
OCHOBH TOpH-e UCKycHje. [1aysujeB MPHUHIKMI ce THYE, HIIp., CKYIa eICKTPOHA Y jeOHOM aToMy, aju
HE Y eJISKTPOHA KOjU IPUIAAJY paziuyumum aTOMUMa — OCUM aKO aTOMH YHHE jeIaH MoJieKyJ1. Tako
ce TOBOpM U O ,,TaYHOCTH® Baxkewa [laynujeBor mnpuHLMIE, Tj., OIMIUTHjE, O MAYHOCHU
heromeHonoOWKo2 NPasua 0 UOCHMUYHOCHIU K6AHMHUX Yecmuya. Y TIPaKCH, IPUMEHIBUBOCT OBOT
TpaBuUiia ce YCIIOCTaBIba 3a CBaKy (DM3NUKY CUTyaljy nmoHaoco0. Hip., [laynujeB npuHImIT Baku 3a
CBE €JIEKTPOHE Y jeTHOM MOJIEKYIy (WM jJeJHOM aToMy), Kao U y jeIHOM ,.KkoMay" Meraja (Kaja
YHHE ,,eIeKTPOHCKH rac). CIIMYHO, CBH aTOMH XEMjyMa Y IATOM JIeITy 3alpeMUHE TEUHOT XeHjyma
YUHE CKyN WACHTUYHUX O0030Ha — IUTO TpelcTaB/ba KBAHTHOMEXaHWYKY OCHOBY, T3B., bose-
AjHIIITajHOBE KOHJICH3aIHje, KA0 TEOPUjCKE OCHOBE CYNep(Iyn IHOCTH TEUHOT XelHjyMa.

2.10 Buweuecmuunu cucmem cnunoea-1/2

Hexa je 3amar ckym ,,cnimHoBa®, cBaku crivH 1/2. KoHKpeTHO, TO 3Ha4u Jia Hac
HE 3aHUMAJy ,,CIIOJbAIIBHM CTENEHN €1000/ie, Beh caMo CIIMHCKHU CTeNeHH ci1000/e
CKyNna KBaHTHHMX uectua. Tana je, cxonHo Iloctynary y cremenuma cio6oze (Kako
CIIOJBALIELUM, TAKO U YHYTPAIIBUM), IPOCTOP CTamba TaKBOT CKYIA 3alpaBO TEH30PCKU
IIPOU3BOJI MIPOCTOPA CTama IMOjeAMHUX CIIMHOBA, ®; H;, Tae je cBaku H; mpocTop
cTama jefHor cnuHa 1/2, onucan y Oneseky 2.8.

VY 3aBHCHOCTH Jia JIM C€ Taj CKYH CIIMHOBa TH4e Mel)ycOOHO MAEHTUYHMX, WIH
HEUJEHTUYHUX KBAHTHUX YECTHIIA, MPABHJIA Pajia Cy pa3IMyuTa — y MPBOM CIy4ajy,
uma ce npumeruBarty [locTynar o HIEHTUYHUM YecTHUIaMa.

Pa3moTpumo oBJie ApyrH Ciiyyaj KOjH je OJ1 MHTepeca 3a KBaHTHY HH(QOPMATUKY
U padyHame.

Tana je onmuTe cTame TaKBOT CKyTIa 1aTO OOIUKOM:

G D) k)5
ijk,..



28

rae i, j,k,... Mory y3eru BpemHoctd +1/2 - Bugeru Opnerpak 2.8. AKO CIHMHOBU
MmehycoOHO e unmepaeyjy, Tana cy 103BOJbCHA U HEKOPEJIMCAHA CTarbha | i> l| j> 2| k> Se

y KOjUMa je TO3HAaTO CTale CBAaKOT CIMHA y CHCTEMY. AKO YBEJIEMO O3HaKe
|1/2)=|0),|-1/2) =|1) 3a cBaku cruH y ckymy, Tana OHB cucTema CIMHOBA KOjer YuHe

MCKJbYYMBO HEKOpEIMcaHa CTama ce Moxke Kkpahe sammcatu. Hmp., 3a ckyn om N
TaKBHX CIIMHOBA, MOYE CE€ IMUCATH:

|0>1|0>2"'|O>N—1|O>N :|OO"'OO>E|O>
|0>1|0>2"'|O>N—1|1>N E|OO"'01>E|]'>
|0>1|0>2"'|1>N—1|1>N E|00"':|':|'>E|2> (2'14)

0,10, 1), =1 =|2" -1

Tana ce cBako cTrame TaKBOT CHCTEMa MOXe MPEACTaBUTH, Y OIIITEM CIIy4ajy,
y OOJTHKY:

2N -1

>cili), (2.15)
i=0
IJIe MHJIEKC | TIpeOpojaBa eleMeHTe Topmer 0a3uca y o3Hakama (2.14).

2.11 Keanmmna ounamuxa

3a KBaTHU CHUCTEM KOjU HE Mehyynenyje HH ca jeqHUM (U3NYKH CHCTEMOM H
HajBHUIIIE C€ MOKe Hahu Yy HEKOM CHOJhaIlIE-eM MOJbY (€IeKTPUYHOM, MarHETHOM U CII.)
ce Kaxke J1a TIPeJICTaBIba U307106aHu " KBAHTHY CHCTEM. 3a TaKBE, H30JI0BAHE KBAHTHE
CHCTEMe, YCIIOCTaBJba Ce MOCTYNaT O ,,3aKOHY KpeTama™ Koju omucyje u ozapehyje
JMHAMHKY CHUCTEMa — Tj., IPOMEHY HETOBOI' CTama y BpeMeHy. 300T M0/BOjEeHOCTH
cTama 0]l orcepBaliy, MOCTOjU €KBUBAICHTHU 3alUC 3aKOHA KpeTama W30JI0BAHUX
cHcTeMa y TepMHUHUMA OTICepBadIIy, IITO Ce Ha3MBa ,,Xaj3eHOEProBOM CIMKOM®‘. 3aKOH
KpeTama (IMHAMUKa) CHCTeMa y TePMHUHUMA CTama ce HasuBa ,lllpeauHrepoBom
CIIUKOM®“.

JluHamuka cucteMa ce ycrocrapiba cieiehom peuenTypOM“: (2) KBaHTH3ALIUjOM
KJIacMyHe XaMWITOHOBE (yHKIHMje 1o0Mja ce orncepBadia eHepruje (XaMHITOHU]aH)
cuctemMa H , koju ce (6) 3aMerbyje y ONIepaTopCKu U3pas

U = exp{—iH(t — ty)/h} (2.16)

3a CBE ,,KOH3epeamueHe’ cucteMe, nepunucane ycioBoM oH /ot =0. Taga ce mpomeHa
CTama y BpeMEHY MOK€e OIMCATH jeHaKoIIhy

10'Y HOBHjoOj TUTEPATYPH Ce KOPHCTH U M3pa3 ,,3aTBopenn (enru: closed).
1Y crporoj (opmysnanmju KBaHTHE MEXAHMKE, PELENTypa CIEIH U3, T3B., [locTynata o 3aKOHy
KpeTama - BUAeTH Xepoym 1984.
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lw(®)=Ulw(t)), (2.17)
WK, EKBUBAJIICHTHO, HECTAIMOHAPHAOM [[Ipedurneeposom jeOnauunom:
ih 2 = Ay (o)), (2.18)

3a xonzepBaruBHe cucreme lllpemunreposa jeanaumna (2.18) ce cBomu Ha
pelaBame cBojcTBeHOT mpodiiema (B. Jooamax 2.2) XaMUJITOHHjaHa:

I_,]|‘//n>:En|‘//n>’ (2.19)

TJIe Ce He T0jaBJbyje BpeMe Kao mapamerap. OBa jenHaurHa ce Ha3WBa ,,CTAIIMOHAPHOM
HlpeauurepoBoM jeqHauyrMHOM. BpeMeHcka 3aBHCHOCT y CTamuMa, pellemhHMa
[penunrepose jenHaunne (2.18), ce mojaBibyje kpo3 (pazuu paxrop, 1j., AehuHumIy ce
,,CTAITHOHAPHA CTama" (MCKJbYUYMBO 32 KOH3EPBATUBHE CHCTEME) Y OOJIUKY:

exp{_itEn/h} |lpn>’ (220)

I'JIe je CTaBJbeHO ty =0 (camo 3a KOH3epBaTUBHE CUCTEME, 3a KOJE j& gpeme XOMO2eHO -
CBH BPEMEHCKH TPEHYITH Cy Mel)ycOOHO paBHOTIpaBHM - JI03BOJBEH j€ 0Baj M300p MOYETHOT
TPEHYTKA).

[lo3HaBame crama CHUCTEMa Y jEeTHOM TPEHYTKY YCIIOCTaBJba jeOHO3HAUHO
cmarse moz cucmema y céaKom KacHujeM MpeHymky, ITO je TI0 CBOM CajpiKajy
3anpaBo (usnuka kayzaimocm. IlpomMeHa cTama y BpPEMEHY je jeTHO3HAYHA H
WHBepTHOWTHA (pebep3nOuiiHa), jep oreparop MpoMeHe crama y Bpemeny, U, je

yrurapas: U T =U .

2.12 Ilojam keanmmnoe mepema. Ilpojekyuonu nocmynam

[Toctymak KBaHTHOT Mepema je PU3HUKU MPOoIIeC KOju 0] 00jeKTa Mepema (Tj.,
0J1 KBaHTHOT CHCTEMa Ha KOjeM C€ BPIIHM MEPEHE) YUHU Heus0108aHu (,,omeopeHu’’)
KBaHTHH cucTeM. HanMe, cBako Mepeme noipazymeBa meljyoenosarbe 00jeKTa Meperma 1
MEpHOT HHCTpyMeHTa (,,arapata’). To mehynenoBame HUje TUIIA ,,CTIOJBAIITELET TI0JhA™ .
Otyma ce kBaHTHO Mepewme He omucyje llpeamHrepoBoM jemHaumHoMm, Beh ce
pesynratd Mepema (MHTepakiyje o0jekTa M amapara) OIHUCYje MOCTYJIaToM O
BepoBaTHOhaMa Mepema.

BaxxHo je nctahu: npouec mepersa je AMHaMUYKM NPOLEC, Y KOJEM Ce CUCTEMY
NpUAaPYXXyjy MOYETHO M KOHAYHO CTawe, Y PasnMyuMtuMm (UMMULUTHUAM
JMNCKYCUj) BPEMEHCKAM TpeHyumma*?,

On cBux Bpcta Mepema (BuaetH [lornassse 111) og mocebHor nHTEpEca cy, 13B.,
npeduxmuena Mepema. To cy nonoswuea Mepema (1ocie 00aBJbEHOT Mepema 00jekaT
Mepema ce MOXKe IMPHUIPEMHUTH 332 HEKO JAPYTrO Mepeme) 3a Koja je no3Hamo KOHAYHO

12 Otyna n Temkohe y Tymauemy penanmja Heonpehenoctu (Omesbak 2.5) y TepMUHMMa Mpoleca
Mepema — penaryje Heoape)eHoCTH ce THYY CTamba (PUKCHPAHOT Y BPEMEHY.
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cmarbe 00jeKTa Mepema (CTame ToCiIe Mepema). AKO je MepeHa orcepBabdiia 4mju je
CIIEKTpaJHA OOJMMK JaT u3pa3oM (2.4) u ako je nobujeHa BpeOHOCT a, , Tajaa, T3B.,

Ipojexyuonu nocmynam (von Neumann 1955), 3a npeukTHBHA MEpeba YCIIOCTaBIba
J1a je KOHA4O CTame | (M) moclie Mepersa JaTo H3pasoM:

2™ = (w|Balw )2 Bofw). (2.21)

[pojexmoHn MOCTyNIaT yCrocTaBba MOTYNHOCT J]a KaKEMO Y KOM CTamy Ce
TIOCIIe MEperha Hajla3u KBAaHTHHU CUCTEM — M TO KaJla HaC 3aHMMa CaMo jeJlaH pe3yiraT
Mepewa. Onmtyja cutyanja je onucana y [lormasipy Ill. Tako ce mpeaukTUBHUM
MEpPEHEM MOXKE MPHUIPEMUTH (,,IPEIAPUPATH ) KEJHEHO CTae KBAaHTHOT CHCTEMA,
00aBJbaEM MPEAUKTUBHOT MEPEHma OMHUCAHOT u3pa3oM (2.21).

2.13 Hanomene u komenmapu

OCHOBHHU TIOCTYJIaTH KBaHTHE MEXaHUKE CE€ THUY CBAKOT, Md KAKO COMNCEHO2
cucmema. 3a/1aTak N3ydaBama CI0KEHNX CHCTEMa, Y CMUCITY aHAJTU3€ KBAHTHOT TTOHAIITAba
noocucmema, je mocedaH 3a1aTaKk v JEJIMMUYHO je TipecTaBbeH y Onesbky S.3.

Crame KBaHTHOT CHCTEMa, |y/> , HE TIPeIICTaBJba HU ,,YECTHITY", HU ,,Taac’, Beh

K8aHMHU cucmem rje TIOHAIIamke (Ha IPUMEp: WA YECTHIHO, WM TaJTaCHO ) 3aBUCH 0T
yCIIOBa T0JT KojuMa ce cucTeM Hasaszu. OTyna HeMa MecTa BU3YeIu3auju (GU3NIKIX
CUCTEMa U Tpolieca, nomyt one aare Ha Ci. 2.1.

KBanTHa MexaHuKa 1mo3Haje HeoApeheHOCT ,,MepeHy"* CTaHIapIHAM OJICTyabIMa
oricepBadmH, Tj., peraijama HeoapeheHoctn. Y U3BeCHOM CMHUCITY, OBa HeoapeheHocT —
KBaHTHa HEeOIpeheHOCT — je y CPEerINTY MaKkhe KBaHTHE MHPOpPMATHKE.

KBantHa MexaHWka Oaparta jJBeMa BpcTama JUHAMUKE (TIPOMEHE CTama Y
BpeMeHy). Jeowa je onucana llIpenuHrepoBom jeiHaunHOM, MMa OCOOMHY TTOBPaTHOCTH
(peBep3MOUITHOCTH), 1 TUYE C€ ,,A30JI0BAHOT* CHCTEMA; TI0 CBOjO] TIPUPOM j€& Kay3aHa.
/lpyea BpcTa NMUHAMHKE OIMCaHA j€ TPOIECOM MEpeHa M IMOCTYJIAaTOM O BEpOBaT-
Hohama Mepema u THYe ce o0jeKkTa Mepema (KOju HHje M30JI0BaH, Beh uHTEparyje ca
MEPHUM HHCTPYMEHTOM).

VY nopehewy ca kiacuuHoMm MexaHukoMm, Onerbak 2.1, KBaHTHa MEXaHUKa ce
YUHH BPJIO HEOOMYHOM TEOPHUjOM. AJIH 3aTO je PEeleNTypa HheHE IPUMEHE KOHYENYUjCKU
jemHOCTaBHa: ,,caMO* Tpeba MPATUTH MOCTYJIATe M PEIeNTe MPOpavyyHa JUHAMHUKE, Tj.,
BepoBaTHOha Mepema Ha CHCTEMY.

VY u3BECHOM CMHUCIy, KBaHTHa MH(OpMaTHKa MpeJcTaB/ba MPUMEHY CaMHX
OCHOGHUX TIPUHIIMINIA KBAaHTHE MEXaHMKE Y KOHTEKCTY 3ajaraka MpollecHpamba
uHdopmanyje.

JIMTEPATYPA U TAJBE UNTAIBE:
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- 3a ocHOBe TeopHje XHIOSPTOBUX MPOCTOPAa KOPUCTUTH OIUYHY KEGUTY
Vujicic 2008.
- 3a OCHOBE KBaHTHE MEXaHUKE KOHCyaToBatu Xepbym 1984 (moceGHO
npernopyvyjeMo 3a jerabe, pusnuke u Gopmanusma, cnuna-1/2), Messiah
1976.
- 3a OCHOBE KBaHTHE TEOpHUje Mepema KoHcynroBatu VOn Neumann 1955,
Xepoym 1984, Jlyeuh 2004.
OBnie W30KEHH TPHUCTYI OCHOBaMa KBAaHTHE MEXAHWKE CIMYaH j€ TIPHUCTYILY
uznoxeHoM y Nielsen and Chuang 2000.

3AJIALI:

2.1 3a ckyn mipojexTopa {P, } MIPOBEPHUTHU OJTHOCE U3Mel)y MpojeKTopa KOju Mopajy OuTH
3a7l0BOJbEHU J1a Ou cieniehu oneparopu Takohe OMiM MpojeKTOpu:

(a) I5| + If)j '

©) BP;.

Pemere: (@) (B+P,F=PR2+P2+BP+PR =B +P +BP+PP, omwe ciem 7

OpTOrOHAIIHOCT MPOjEKTOPa, |5I |5j =4, i |5j , IITO BaXku 1 3a 1107 (0).

2.2 Jloka3atu eKBUBAJICHTHOCT ciienehnx nckasa 3a map orncepBadiiu:

(a) onicepsabne A u B melyco6HO KoMyTHpajy,

(6) cBM CBOJCTBEHM MNPOjeKTOpU orcepBabne A KoMyTHpajy ca cBUM CBOjCTBEHHM
npojekropuma orceppabie B .

2.3 3azara je oncepsabia cBojoM criekrpanHom popmom: A=>"a B, . Jlokasartu 1a 3a
n

caky aHanuTiuky Gynkumjy f Baxu: f(A)=> f(a,)P,.
n

Pemmeme: [IpencraBumo ananutuuky Gyaxuujy f npeko pema: f (A) = Zan An . Cmenom CIIEKTpaTHE
n

(opme oncepBabire A y OBaj m3pa3 Aodmja ce:

W-Ta[77) B3 TR

r7Ie je KopuiheHa 0COOMHA OPTOrOHATTHOCTH U HIEMITOTEHTHOCTH TIPOjeKTOopa.

2.4 Pemmntu penuHrepoBy jeHauMHy 3a CI000IHY YECTUILy BaH mHoJka. Jloka3aTu
JIMCKPETHOCT BPEIHOCTH UMITyJIca (M €Hepruje) ako ce KpeTame YeCTHIE TPOCTOPHO
OorpaHM4M Ha oOnacT uMja je jeHa JUMEH3Hja pefa BEMYMHE HeKe KOHCTaHTe L.
(JenHOCTaBHOCTH pajiy, 3aII0YETH Ca jJeJHOIMMEH3HOHATHOM ,,4ECTUIIOM ")
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Pememe: Y, 13B., koopmuHatHO] penpeseHTammju (Homarak 2.2, XepOyr 1984), omeparop mmiryica

HOCTaje W3BOIHHU OIICpaTop: — Ihd_ 3a jeI[HOI[I/I]\/IeHSI/IOHaH}H/I CHUCTEM. I(Ba[[paT HUMITyJICa C€ OTyaa
X

. dz2 . :
penpesentyje kao — /2 d_ Taxko IlIpeauHrepoBa jeaHaurHa 3a CIOOOMHY YeCTUIy Mace M mobwuja

X2
00JIHK:
h2 d2 p2
- — 2
o gz V=5 v (%) (22)

OrpannyaBare 00IIaCTH KpeTara co0O/IHE YeCTHIIE Ha MMeH3Hjy L ce Moxke 3armcaru Kao apanuuny
yenosu:  PY(x =—L/2) =0=1P(x =L/2). Kako cy pemema jemHaunne (2a) 3ampaBo
ekcrioHeHImjende ¢pynkimje, C exp (ixp / h) , TO TPAHMYHH YCJIOBH MCIIOCTaBIba]y jeAHAKOCTH:

exp(—iL - p/2h) = 0 = exp(iLp/2h), (26)

IITO ce MOpa 06AaBMTH HE3aBHCHO 3a CHHYCHE M KOCHHYCHE 4naHoBe (e = cosx + isinx), sinx = 0 =
. nm
cosx 3ax =—L/2,L/2. Oryx nako ciezie 3ak/bydlln: 3a KOCHHYCHE (QyHKIHje Baxu kL = - n=

n2 ., him?

1,3,5, ..., IOK 3a CHHYCHE Ba)XH UCTO, aJi 3a MapHo n = 2,4,6, ..., onakie E, = Ek” = o2

n’n=
1,2,3,4,5, .... Yonurema Ha BUIIE JMMEH31ja Cy HETIOCPE/HA.

. Ka3aTH ,,MHBapHjaHTHOCT Tpara’, Tj., 1a nat oneparop A, trA jenuHCTBeH
2.5 Jlokaza apyjaHTHOCT Tpara‘, Tj., 1a je 3a 3ajat oneparop A, trA jeIHHCTBE
Opoj KOju He 3aBHCH 01 1300pa Oasuca 1Mo KojeM ce ,,Tpar' u3padyHana.

Pememe: trAsZ<n|A| n). Mzabepumo apyru OHB, ﬂa>}, y uctoM XuiaGepTOBOM IPOCTOpY.
n

3amummMo A.c. u3pasa 3a Tpar Kao Z(n | fAf| n) . JlekoMIIOHYjMO caJia HIIEHTHYHE OIlepaTope [0 HOBOM
n

6a31/1cy 1 3aMEHIMO y 0Baj U3pa3 Jia A00ujeMo:

2 (nja)alAa)en) =3 (a|Aa)X(e|n)n|a) =3 (a|Aa)s,. =X (a
na,a a,a n a,a a
Tume je goKa3 3aBplieH.

Aa).

2.6 Y uzpas 3a crame (2.13) craBuru:

|w>=\/1—3( J|Z> \/1—3( 32J

u u3pauyHatd (B. Jodamak 2.2) napuyjajaHy Tpar 1o MPBOM IOJCHUCTEMY 33 CTambe
CJIO’KEHOT CHCTeMa 3371aTo u3paszom (2.13).

2 3 3 2
Pememe: Crame (2.13) je cama 3amaTo Kao |‘P> = ﬁ[(ﬁl ®[_ ZiJ —(_ ZJ ®(3i]2] . 3ajaTax je na

M3padyHaMOo tr1| ‘I’>< b | . Kako mokasyje cnenehn 3agarak, m30op 6azwca 3a mpopavyH MapIijaIHor Tpara
je  mpomsBosbaH.  3aro  hemo  omabpatm  Gam = 0asMc W3 TIOCTaBKE  3a/1aTKa,

1<l//|‘P><‘P|l//>1+l<;(| ‘I’><‘I’|;(>l, LITO Y MAaTPUYHOM 3aIlHCy MOCTaje:
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2.7 Jlokazatu ma omeparja ,,y3uMama MapiyjaTHor Tpara™ uMa OCOOMHY HE3aBUCHOCTH
oJ1 0a3uca 1o KOJeM Ce BPILH Y3UMame Tpara.

2.8 3amar je ,jBouectmunu omeparop” A ®B,. Ako je cmekrpamHa Qopma
A =3 a, Py, , 1oKasaTn Baxeme jeAHAKOCTH:

m
exp{—iaAl® Bz}zzplm ®expl-icayB,}, acR.
m

YIyTCTBO: KOPUCTHUTH pe3yiTar 3agatka 2.3.

2.9 Ha crame ,,/IBOYECTHYHOT cHCTeMa™, |¢),|z),, TIPUMEHHTH ONEpaTop 3ajar y

MMPETXOJHOM 3a1aTKy U JOKa3aTH BAXKCHC jeHHaKOCTI/I:
I

3a cTama |yp), cBojcTBeHa 3a A. Kako cy nedunucana crama |ym(a)), ? Ousuuky

KOMEHTapHucaTH pe3yNTar ako « =t/h, rae je t Bpeme.

Pememe: IpBo, pa3inoxuMo cTame |¢>1 10 HEKOM CBOjCTBEHOM 0a3ucy Ali |¢>1 = Z| W >1 . CmeHOM
m

OBOI' M3pa3a y HEKOPEIMCAHO IIOYETHO CTAkE, @ HA OCHOBU MPETXOMHOT 3aJaTKa, CIEIN:
eXp{_ iaﬁl ®B, }Z| Ym >1| Z>2 - Z Py ®exp{— ioay, B, }Z| ¥m >1| Z>2 '
m m' m

Kaxko ce npojexTopu 1 CBOjCTBEHA CTamba 3arpaBo TUIY oricepBadiie A, TO BaXKH: WA Iﬁlm'|l//m >1 =0,
130178 plm'|l//m >1 =1. Oryma na.c. HenocpenHo 100Mja TpakeHH OONMK, Y3 JeUHHIM]Y:

| Im (a)>2 =exp {— ica, B, }| ;(>2 . Hapasro, akoje o =t/ 7, onna nokaszanu u3pas pecTaBiba u3pas

8peMeHCKe egonyylije cnodcenoz cucmema, Tj. (HOpMHUpame CIUICTCHOCTH YCIIEA WHTEPAKIH]e
moacucTeMa | 12, a CBe oA MPETIIOCTABKOM /1A 32 ¢/10dcenu cucmem éaycu Lllpedunzeposa jeonauuna.

2.10 loka3aTy HOTPELIHOCT jeTHOT TyMauera penanuja Heoapehenoctu Onesbka 2.5.

Pememe: m3pas (2.21) 3a crame |l//> Ha KOjeM je BPIIIEHO MEPErbe orcepBabie A, yCrocTaBsba KOHAYHO

CTame | ;(> , Koje je crBojctBeHo 3a A. TlorpemHo Tymademe’ 3ampaBO yCIIOCTaBIba OIHOC
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CTaH/IAP/HUX OJICTYIara oncepsadiie A y nouemmnom cramy |l//> u Heke orcepsabne By konaunom

CTamy | ;(> —1IIITO je y CYIPOTHOCTH ca opmyramujom Teopema 2.1, TJie ce mojaBsbyje caMo jeTHO CTambe.

Jlakie, mako ce KBAaHTHAM MeEpeEmheM Mema crame (Bumeru Onmerbak 3.8 3a erajbe), Ta IMpOMEeHa CTarmba
HHje MEpeHa penanujama Heonpehenoctu.



11l KBAHTHA CTAIbA, AHCAMBJIN U MEPEIHLE

Behuna 3a1araka KBaHTHE MEXAHHKE MIOYUE-E PEYEHHIIOM THIIA: ,,AKO CE CUCTEM
(1j., aHcamOn) Hamasu y cramy |y)..“. AN TO OTBapa NHUTAamE NOBE3UBAMA, Tj.,

npuopycusara cmara ancamony (Koju ce octeapyje y maboparopuju). Oarosop Ha
MTUTAE OBOT MTPUIPYKUBAKA j€ OCHOBHA TEMa OBOT ITOTJIaBIba.

3.1 Onwuma cxema K6anHmHux meperna. YQucmu u mewianu anacamoiu

[Toctrynat o BepoBatHOhama Mepema ycrocTansba 11a je: (1) KBaHTHO Meperme
00aBJEEHO Ha CHCTEMY Yy YHaIpeJ MO3HATOM CTamy, U Ja (2) CTOXaCTUYHOCT Mepemba
nojipasymMeBa o0aBJbalkbe Mepema Ha (KBaHTHOM) ancamény. Tako ce y KBaHTHO]
MEXaHUIIM ToJpa3ymMeBa Ja ce Mepeme o00aBjba Ha CKymy o N  HICHTUYHO
(MaKkpoCKOIICKH, JTa0OpaTOpHjCKU UJICHTUUHHUX) KOIHja cUcTeMa Koje MelhycoOHO He
uHTeparyjy. M mpumpema komuja (MojeMHAYHUX CHUCTEMa Ha KOjUMa ce 00aBJba
MepEeE), U caM TIOCTYIaK MEPEHa ce 00aBIbajy Ha MCTH HAYMH 32 CBAKU TIOjeTUHAYHI
cucteM. Y qumecy N — oo, TakaB CKYIl IPEJICTaBIba KeanmHuu ancamon. CTaTUCTUIKE
(dbpeKkBeHIMje CBake HM3MEpPEHe BpemHoCTH, y Jumecy N — oo, mpas (2.8), majy
pacrozienry BepoBaTHOha 3a 00aBIEEHO Mepeme, { P}, Koja ce MOXe YIOpeIuTH ca
TEOpHjCKUM TpenBuhameM, m3pas (I11.2).

VY 3aBUCHOCTH 0/1 HauMHa 00aBJbarba, KBAHTHA MEPEHa MOTY C€ TOEIUTH IO
BUIIIE KpuTepujyma. [Ipsu Kpumepujym ce THYEe HauWHA 00aBJbamba MEperma, U Ty Ce
pa3uKyjy Mepema Koja OAroBapajy aHCamOnuMa npocmopHo2 N 8PeMEHCKo2 Mund.
[IpocTopHu ancamOn mopa3ymeBa Jia CBHU €JIEMEHTH aHcaMOJia HICTOBPEMEHO OMBajy
o0jekTuMa Mepema. BpemeHcku aHcamOi mojapasyMeBa MEperme Ha IMOjeAUHAYHUM
cucTeMuMa y ojipelyeHoM BpeMeHCcKoM criety. Peanna mepema cy komOMHalI1ja oBa /iBa.
pyeu kpumepujym ce TH4E pe3ysiTara Mepema. AKO je 0J1 MHTepeca camo jeiaH Moryhu
pe3ynTar Mepema, OHJA Ce Pajau O, T3B., CEleKMUBHOM Meperb)y. AKO je oIl HHTepeca
Behu Opoj pe3ynraTtd Mepema, pajad ce O, T3B., HeceleKmusHom mepervy. Ipehu
Kpumepujym ce TH4e CTama 00jeKTa Mepema Mociie 00aBIbeHOT Mepema. AKO je Tocle
00aBJbEHOT Mepema 00jeKaT Mepera U J1ajbe Ha pacrojaramy 3a Mepere, OHa ce Paau
0 NOHOBMUBUM MEpeHHMa. AKO TO HHUje Cly4aj, OH/JA C€ DAl O HEeNOHO8/MbUBUM
Mepersuma, y Kojuma oojekm mepersa ,, Hecmaje “ —Kao y AeTeKIUjU KBaHTHUX YeCTUIla
(na mpumep, Ha 3actopy, win y [ajrep-MunepoBom Opojauy). Iloceban mprumep
MIOHOBJBMBUX Mepema Cy, T3B., npeouxmuera mepewa (Opesbak 3.2), y kKojuma je
MIO3HATO CTame 00jeKTa nocie meperva. Iloceban nmpumep HEMOHOBJBMBUX MEpema Cy
pempocnekmugHa Mepema y Kojuma ce 1o01jeHe nHpopMmaliije o 00jeKTy Mepermha THIY
BpeMeHa 71pe 00aBIbEHOT Mepema (Ha MpUMep: KOjy MyTamy je KBaHTHA YeCTHIIa UMalia
npe JeTeKInje Ha 3acTopy).

Heka je ancamOn caummeH on N mojequHAavYHUX CcHcTeMa (ereMeHarta
ancam671a). Hexa je y muramy Mepeme Heke oricepsabie A ca YHCTO JUCKPETHHM
CTIEKTPOM BPeTHOCTH, {3, }. Tana ce y Mepemy oBe orceppadie, y OIIITeM CIydajy,

nobuja peynrar a; y N, MoHaBJbamba Meperma Ha ancamomy. [1pu Tome:
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ZNi =N, (3.1)
JOK
pi:IimN%%:W(A,h//),ai), > pi=1, 3.2

npescTaBsba BepoBaTHOhy oOujama oBe BpeaHocTH. [lockyn noyeTHor ancambia Ha
KOjeM je MoOMjeHa BPEJHOCT a,, YKOJIMKO je J03BOJbEH JIMMeC N, — oo , IPEe/ICTaBIbha
nooancambs KOHAYHOT aHcaMOia — aHcamOna Koju je noOwjeH mocie 00aB/heHOT
Mepema. 3a TakaB MoJaHCaMOJT, KOJU OJIr0Bapa CEJICKTUBHOM MepemY (je/IHa BPEIHOCT
a,), ce Kaxe aa je ,uucm‘ (nod)ancamoén. Konaunu ancamOn y KOjeM ce Hajaze
pe3ynTatu cBUx N Mepema, U KOJH Ce CacToju U3 ,,aucTuX " (To1)ancambarna, ce Ha3uBa
wMeuwanum . CUMOOIMYHO MPEJICTaB/bEHO, YUCTH MOJaHcaMOnu, S,, Cy CMELIaHu y
KOHAYHOM, YKYITHOM, MELIIaHOM aHcamOITy:

S=y,S;, (3.3)

KOjU OZIrOBapa HeCENeKTHBHO] BapUjaHTH Mepema orcepadne A . UncTum ancambmiva
ce mpuapyxyjy uucra (,koxepeHTHa“!) crama (IITO Cy eneMeHTH XHIOEPTOBOT
MpocTopa CTama), JOK C€ MEIIaHWM aHcaMmOnIMMa TMPHAPYXKY]y, T3B., MeEIIaHa
(,,HEKOXEpeHTHA ") CTama.

3.2 Ilpeouxkmueno mepere

[ToceGHa BpcTa MOHOBJEUBUX MEpPEHa, IPESTUKTHBHO MEPEH-E, Ma OCOOMHY J1a
j€ KOHauHo cmarbe aHcamona nocie mepera jeOHO3HaAYHO NO3HAMO — 32 JIETaJbe
suaetu Onespak 3.8.

JIE®. 3.1 TIOHOB/BMBO KBaHTHO MEPEH-€ MPOM3BOJBHE oOlcepBabie E HasuBa ce
npeoukmueHum (mepervem 1. épcme) YKOIMKO 3a CBAKy H3MEPEHY BPEIHOCT
orcepsatiie, Ha aHCaMOIty y GHIIO KOM IIOUETHOM CTamy |y/) , Baxke cienielin yCIOBH?:
(i) m3pas (3.2) 3a BepoBarHohe Mepemba,

(i) mo mpecTaHKy Meperba, MIOHOBJHEHO MEPEHHE UCTE OTIcCepBadiie Ha YHCTOM aHCAMOITy

S, (kojem onroBapa M3MepeHa BPeTHOCT E, Yy CENeKTMBHO] BapHjaHTU MeEpema) Ou
arcoJIyTHO CUTYPHO (1akiie, ca BepoBarHohom 1) naso pesynrar E,,

(iii) axo je Heka ornceppabna, F , Koja KOMyTUpa ca MEPEHOM oricepBabioM E , uMaia
jemHo3HAuHY (OIITPY) BPEAHOCT Mpe Mepema, iMahe Ty UCTY, jeTHO3HAUYHY BPETHOCT U
nocJjie Mepema orceppadne E .

! OBo je Ha3uB, a He nocebHa BpcTa cTama. [10cToje U Koxepenmua cmarsa, Tj. CTamba ca MUHUMATHOM
Heoopehenowhy, Koja ce He cMejy TTOOPKAaTH ca OBUM TEPMHHOM.
2 Herbut 1969, 1974.
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3.3 Ilomnyn ckyn komnamuounnux oncepseaoau (IICKO)

Ornicepsabna A umje Cy cee ceojcmeene 6pedHOCmu Hede2eHepucane Ce Ha3uBa
nomnyHom (komniemnom) oncepeabnom. HapaBHo, To HE Mopa OWTH Ciiydaj — Uy
TIPAKCH je TPaBUJIO J1a Cy Makap HEKE CBOjCTBEHE BPEHOCTH OTCepBadie AereHeprcaHe.
Ay onpeheHn CKyIl TakBHX, ,,HE-KOMILICTHHX  OTICEpPBA0IIM, MOKE OUTH yOIIITEHE
KOMIUIETHE oricepBadiie. TakaB ckyr MeljycoOHO KOMITaTHOMITHHAX OTicepBalIi ce Ha3uBa
HOMAYHUM (KOMIIemHUM) cKynom komnamubuntux oncepsaonu (IICKO).

Craxa oricepBabna A ofpelena je ciektpaaHOoM GOpMOM, HIIp., THIIA:
A=>aP, (3.4)

IIpU 4YEMY CBOJCTBEHM MPOJEKTOp P JereHepucaHe BpeqHOCTH (@) jeOHO3HAYHO
OJIroBapa He-jeTHOMMEH3MOHATHOM CBOJCTBEHOM TOAIPOCTOpU, H,; TpH ToMme,
trP =dimH, . JacHo je: na 6u ce cMamKO 6pOj AMMEH3Hja CBOjCTBEHHX MOIPOCTOPa
H,, HEONmXoJHO je MpUIOJAaTH Jpyre ornceppadiie Koje OM JIOJATHO pa3IokKHie
nojmnpoctope H,. A 3a To je moTpeOHO nojaTu KommaruOuiHe orcepBadie. Tako
omcepabmu A Tpeba TpPHIONATH O] KOMIATHOMIHY orcepBabmy B umju 6um
CBOJCTBEHH MOJIPOCTOPH PA3IOKWIN MOANpPOCcTOpe H,, a OHJa, aKko je TO MOTpeOHO,
napy (A, I§) NPHAOJATH HUMa KOMIATHOMIHY omnceppabiny C, M YUTaB MOCTYIAK

o0aBpbaTH JOK CBU mojampocTopu H, He Oydy pas3lokeHH Ha jeJHO3HAYHE,

JEIHOAMMEH3UOHAITHE MTOANIPOCTOPE — Oarll Kao y CITydajy KOMIUIETHE oricepBadie.
OBUM TIOCTYIIKOM C€ JI0OHMja jeOHO3HAUHU 3ajeOHUYKU C80jCMmBeHU Oa3uc 3a

natu [ICKO?, (/f\, I§,é,...):

A‘ai,bj,ck,...>=ai‘ai,bj,ck,...>
Blay,bj, Cy.---) =bj[ai.bj, ...
Claj, by, ) = ¢, bj, )

(3.5)

I'JIe je JaCHO J1a je CBAKO 3ajeZJHUYKO CBOjcTBEHO cTame jenHor [ICKO-a jenHo3HauHO
oJipeheHO HEeKOM KOMOMHAIIMJOM CBOJCTBEHUX BpeAHOCTU orcepBadbmu u3 tor [ICKO.
Ilpu TOME, M TO je Ba)XHO YOUMTH, HEKE KOMOMHAlMje CBOJCTBEHMX BpPEIHOCTU
orncepabmu u3 paror [ICKO-a He ofroBapajy HU jeIHOM 3ajeIHIYKOM CBOjCTBEHOM

cramy. CKyn crama {| a,b;,c, >} npeJicTaBba jeaaH oproHopmupanu 6asuc (OHB) y

YKyIHOM mpoctopy cTama, H =) “H,. Taj Gasuc je jeonosnaunu 3ajeqHuKu

3 BakHo je youuTH Jia jenHa oncepsadia Moyke npunanaty pasimautum [ICKO-osuMa.
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cBojctBeHn Oazuc omcepBabmu u3 gator [ICKO. Ha oBaj HaumH ce yommTasa
KOMILIIETHA OTIcepBadiia, Koja MMa jeJJHO3HAYaH CBOjCTBEHH Oa3mucC.

HapaBno, Baxku u cnenehe: cBako 4uCTO CTame je jeHO3HAYHO (Kao jeIHO-
JMMEH3HOHAITHHU TTOJIIPOCTOP) OAPEl)eHO CKYIIOM CBOJCTBEHHX BPEIHOCTH OIICEPBaOIIH
u3 Hexor [ICKO. Otyna u nponuc 3a npuopyrcusarse cmara aucamony, u 00pHymo:.
CBAaKM YHCTH aHCAMOI Ce Haja3d y YHMCTOM CTamy, HEKOM |¢), Koje je ozmpeheHo

(jeHO3HAYHKMM) CKYTIOM CBOjCTBEHUX BpeHOCTH oricepBadmm u3 Hekor [TICKO. A kako
ce TO OCTBapyje, oaropopuhe Ham cienehu oxespak.

3.4 Ilpuopysicusarve cmarva ancamosny

CBaKo CeNeKTHBHO MPEIUKTUBHO MEPEHE Naje jeTHO3HAYHO MMO3HATO KOHAYHO
cTame (YUCTOr MoA-)aHcambia. Tako, U UCTOBPEMEHO (,,CUMYITAHO™), CENEKTUBHO
MIPEAUKTUBHO Mepeme ceux oncepBadmu u3 Hekor IICKO pmaje, xao pesynrar,
JeMHO3HAYHO TIO3HATO, KOHAYHO, YHCTO CTame. 10 je yjeAHO W mponuc 3a
npuopyycueare cmara aucamony (U OOpHYTO), Ka0 W TOCTYMaK MPHUIPEME
(mpenaparmje) ancamOna: 06asu ce CUMyIMaHo, CereKMuUHO NPeOUKMUBHO Meperbe
ceux oncepsabnu uz vexoe IICKO, u 0obujenu ancambn ce manasu y jeOHO3ZHAYHO
oopehernom, yucmom cmarpy. 3a A0Ka3 BUAETH u3pa3 (2.21) U HEroBo yoHIuuTewHe y
Opnespky 3.8. Ilpemapanuja ancambna ce BpIIM Y CBUM EKCIIEPUMEHTHMA, TE j€
pa3MarpaHa BpCTa Meperma 3anpaBo (yHIaAMEHTATHH T10jaM KBaHTHE MEXaHHKE, KaKo
TEOPHjCKe, TAKO U CKCIICPUMEHTAITHE.

3.5 Cumynmana meperva. Keanmna neoopeljenocm

TEOPEM 3.1: 3a cBaku ckymn onicepBadban u3 Hekor IICKO, {A,@,é,..} , TIOCTOj1

(jennosHayna) oricepsadna E , Koja je komniemna onicepsadiia, Tako Jia BaKH:
A= A(E),B = B(E),C =C(E),..., (3.6)

mTO TOoApasymMeBa (PYHKIMOHAIHY 3aBUCHOCT cBux omcepadmun u3 I[ICKO, on
KOMILIETHE orcepsadie E .

Onmax Baxu creneha, nako Joka3uBa MOCIENUIIA: €, <> {ai b;,c, } ,TIecy e,

CBOjCTBEHE BPEIHOCTH oricepBabie E, JIOK ce BPEIHOCTH y BEIMKOj 3arpajiv THYY
uzpaza (3.5).

Caja je oumIIieIHO: MepemeM orcepBadie E , Tj., 100HjarbeM HEKe BPEIHOCTH
e,, uUcmoepemeno cy uszmepene u cee oncepeaone uz oamoz IICKO. To je

n
HCTOBPEMEHO M MOTYhHOCT cumynmarnoe (ucmospemenoz) meperba 0uno Koz napa
Mmelycobro komnamubunnux oncepsadnu. Hanme, cBaku nap Mel)ycoOHO KOMITaTHOMITHIX
orcepBadmu je nojckyn Hekor [ICKO. A cumynTana MepUBOCT CBHX OTicepBalIId HEKOT
I1ICKO je oBnie, Makap y NpUHIMUITY, YCIIOCTaBJbEHA.
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Mebhyrum, Hekomymupajyhe oncepeadne ce, y onuimem ciayuajy, He Mozy
ucmospemeno mepumu*. Taxkpa Mepera cy Moryha axo u camo axo ce cucteM Hanasu
y HEKOM 3ajeZJHUYKOM CBOJCTBEHOM CTalby HEKOMIIATHOMJIHUX OIICEpPBAOIH, Y KOjeM
0be oncepsabie umajy owmpe peoHOCmU KOje Ce MEPEHHEM MOTY YTBPAUTH. Y OIIITEM
ciay4ajy, Mehyrum, omrpoj (jeIHO3HAUHO]) BPEIHOCTU jeaHe omncepBadie E , Ko0joj
OIroBapa CTame |y, ), OATOBApA CKyn epedHocmu Jpyre onceppabne, F, kojuma
ozroBapa CBojcTBeHH (mox)6asuc Te apyre oncepsaGie, {@,)f. Y Maremarmakom

3aIucy:

i) =2 alon) (3.10)

OJIaKJIe CJIE/M J1a je BepoBaTHOhA Mepersa onicepsabie F y cramy |y, ) pasiuuuma 00
Jjeounuye — HejeIHO3HAYHOCT BPETHOCTH omcepsabne F y cramy |y, ), Koje je

CBOjCTBEHO 3a orcepBadiny E . Kao mepy (xBanTHe) HeompeheHOCTH 0OBe orncepBadie
Moryhe je KOpUCTUTH BEHO CTaHAapIHO OCTYIame, n3pas (2.8):

AF =t (F = F o) o) (3.11)

Otryma wMepeme jemHe omcepBabie TOBJIA4d, Yy  OIIITEM  CIy4ajy,
HEJeTHO3HAYHOCT (,,He00aBJbEHO MEpeme ) HeKe, Bh0j HeKoMyTupajyhe, orceppadiie.
Heonpehenoct (HejeqHO3HAYHOCT BPEHOCTH) TAaKBE OTcepBabIIie MPeCTaB/ba KEAHNIHY
Heoopehenocm epedHocmu 08e oncepeéadvne y 0amom (No4emHom) cmarby, 9dju je
(dhopmaan 06mK 1aT u3paszom (3.11); myHO 3HaYeHe KBaHTHE Heoapeh)eHOCTH je 1aTo
y Onesbky 4.2.

3.6 Keanmna mewana cmarva. JIuysunoea jeonauuna

N3pa3s (3.3) yBoau nojam MemaHux cTama. [loceTumo ce caaprkaja Tor rmojma.
Axo crame aHcamOI1a HUje jeTHO3HAYHO ITO3HATO, OHJIA CE€ OHO OIUCYje HEKOM
pacriozierioM BepoBaTHoha 3a crama M3 HEKor ckyna. Ha mpumep, Heka cy crama u3

CKyma {| 78 >} , M HeKa cy oJiroBapajyhe BepoBaTtHohe faTe pacrnozenom BepoBaTHoha, Tj.,
ckynoM BeposaTHoha, {W, } . ®u3KuKH, TO 3HAYM J]a M3 JATOT (MEIIaHoT) aHcaMb11a, ca
BepoBaTHOhOM W,, MOXEMO 01abpaTé €IEeMEHT KOju Ce Halash y CTamy |;).

IlocTaBiba ce mMUTame MaTEMAaTHUKOI OMNMCa MEIIaHOT aHcamOlia, TO JecT cmarbd
MellIaHoT aHcamOra.
N3pa3 (3.3) ka3zyje na je ,,cTaTUCTHYKa TeXUHA® mojaHcambia S; (Koju je y

YHCTOM CTamby |y;) ) y cTBapu BepoBatHoha W, . i3pauyHajmo casia BepoBaTHohy fa ce,

MepemeM Ha 11eJI0M (MEIIaHOM) aHcaMOITy, I00Mje BpeTHOCT a, Heke oricepsadie A.
Tana ce mepeme ,,cactoju’ of cnenehux, mehycoOHo HezaBucHUX Aorahaja: (a) nzdbopa

* Tlon ,,MepemeM* MOPa3syMeBaMO NPEINKTHBHA MEPEA.
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eNleMeHTa W3 jeJHOT OJf YMCTHX (cMemaHux) nojaHcambana S,, u (0) moOujama
BpPEAHOCTH a, Ha TOM, CIydajHO onabpaHoM, mojaHcam6Omy S;. 3a MmelycoOHo

He3aBUCHE joralaje, eJIeMEeHTapHH pavuyH BepoBaTHONE yCIOCTaBJba 1a je YKyIHA
BepoBaTHOha MPOU3BO/I MOjeTMHMUX, a 3a BHUILE TAKBUX MOT'YhHOCTH, Ta BepoBaTtHoha je
30Hp TaKBUX MPOU3BO/IA:

W (A, Mermranu ancaMOIm,a, ) = DWW (A,|z//i ).a, ) , (3.12)

rie cmo kopuctin o3Hake [lormasiba 1. Cmenom m3pasa (I1.2), necna crpana uspasza
(3.12) mocraje:

> Wy [B|wi) =tr(5R,), (3.13)
TJIE j€ OIIEPATOP P , T3B., , CAMUCIMUYKU Onepamop*, NepUHICAH U3Pa30M:

ﬁ:ZWi|‘//i><‘//i|' (3.14)

3a oproroHanHa® crama |y;), uspas (3.14) je MCTOBPEMEHO M CIICKTPAIHU

00MHK cTaTHCTHYKOT omepaTtopa’. A crienehe yodaBame TOBOPM O TOME Ja OBaj
OTIepaTop MPE/ICTABIbA CHIAIbE MEUAHO2 AHCAMONA.
Hauwme, uzpas (I1.2) ce moxe npenucaTvl y 00JHK:

W(Aly).a,)=(p|Plw)=tr(lw)(w[R), (3.15)

y KOjeM Ce 9HCTO CTamse |y) 1ojaBibyje y 00miKy npojextopa, |y )(y

, Kao crienujaian

cllyyaj omeparopa p: aKoO je CTaTHUCTMYKa TEeXHHAa HEKOr MojaHcamOna jeaHaka

jemnuiy (kao y u3pasy (3.15)), Tazma cy cBe ocTalie CTAaTUCTHYKE TeKHHE jeTHAKE HYJIU
— IITO je 1Mo JIe(UHMIIUJU YUCTO CTambe. DopMatHo:

. (3.16)

ﬁ:izwi |‘//i><Wi |£),5=1"'//i0><l//i0 E“//i0><‘//i0

Hakne, uzpas (3.14) je dbopmanHo yonmwmerse ciyuaja yucmoe ancamona, Te
CTATUCTUYKHU ONIEPATOP MPEJICTaBIba CTAKE MEIIAHOT aHCaMOJIa.

Cazia je naKo J0Ka3aTH Jia ce OUEKMBaHe BPEIHOCTH HEKe orcepsabie B, Ha
aHCaMOJITy Y MEIIIaHOM CTamby p , U3pavuyHaBajy 1o u3pasy:

<é>p =tr(pB), (3.17)

A MHACKC ﬁ HarjiamraBsa ia €€ paau 0 MCIIaHOM chaM6J'Iy.

1Ipedunzeposa jeOHauuna 3a Mewana cmarba ce Hazuea JIuyeunosom jeOHauuHom,
Y BeH OOJIHK je JIaT U3Pa3oM:

% [1ITo je yBek ciydaj y IPEeMKTHBHOM MEPERY.
® Koju ce nonekas Ha3uBa u ,,Matpuiom rycrune’ (,,density matrix “) — Blum 1981.
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in®O — [7,p]. (3.18)

dt

JIOKA3: Ha ocnoBu lIpenunrepose jenHaunne, u3pas (2.18), cnequ na ce agjyHroBanu
BEKTOD CTarba MEha Y BpeMEHY Y CKJIaly ca:

RO = (o)A, (3.19)

IITO BaYKH 32 CBAKO cTame y cymu (3.14). Cmenom m3paza (2.18) u (3.19) yuzpasz (3.14),
nako cnemu JimyBriosa jeqHadnHa, u3pas (3.18).

PemaBamem jeqnaunne (3.18) moOuja ce BpeMeHCKa MPOMEHA CTamba MEIaHOT
aHcaM0ia, a oTyJa W MOTyhHOCT HM3padyHaBama BepoBaTHOha Mepema M CPEeIIbHX
BPEIHOCTH OTICEPBAOIM CUCTEMA y CBAKOM TPEHYTKY BpeMEHa.

3.7 Ocobune cmamucmuukoz onepamopa

Youumo cnenehe ocoOMHE CTATUCTHYKOT OTIepaTopa:
(2) CBE BETOBE CBOjCTBEHE BPEHOCTH Cy HeHeraTusHe . W; > 0, Vi,

©6) trp=1,
(B) p> = p=>p je aucTo cTame .

0 JIOKA3: Cras (a) cnemu 1o ieUHUI}N — BUJETU Topibe BepoBaTHohe W, , 1 3az. 3.6.
ZW =1.

CraB (B) crmend Ha OCHOBHM yodaBama Jna, ¢ o03upoM Ha nedununmjy (3.14),
PP =D W’ v )(w;|, omaxre trp® =trp =1 Moxe OUTH UCITYHCHO GKKO jeIHA CTATHCTHHYKA

Cras (0) ciem Ha OCHOBH yoUaBama: tr p = trZW lwi Wi | = ZWtr|1//, v,

Texuna, W, =1, 6aur kao y uspasy (3.16). m

Cana ce CTaTUCTUYKU OTIEpaToOp MOXKE KOPUCTHTH Kao Onuimu ghopmanuzam
3a cmarba K6AHMHUX ancamoana, c 0631upom Ja ocoonHe (a)-(B) Bake U 3a YUCTA, U 3a
MeIllaHa CTama, Tj., aHcamOlle; OBe Pa3lMKyjeMO MOMOhy KpuTepujyma Tadke (B).
dopmyrnaiyja KBAHTHE MEXaHUKE Y TEPMHUHUMA CTATHCTHYKOT OIIEPaTopa je eJeraHTHa

1 3aCHMBA ce€ Ha JIeUHUIIMOHUM OCOOMHaMa, Tauke (a)-(B), Kao 1 Ha u3pazuma (3.14)-
(3.19).

Paznukoearse uucmux u mewanux ancamoana.
[Topen dopmarnHor 3amuca, Tauke (B), pa3TUKOBAE YUCTUX U MEIIAHUX aHcamobana
¥Ma U CBOj onepamuéru, GU3NUKU BUI. PazMoTprMo Kao mpuMep JiBa CTama,

:Zcim'
5= T

" IlITo ocTaje Ha CHAa3M M KaJia Cy CMelllaHa HEOPTOTOHANIHA cTama. JoKa3 0BOra je mpeMeT 3a1aTka
3.6.
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3a oBa cTama ce Kaxe, Kaga ce mehycoOHo ymopel)yjy, ia mpencrasibajy,
PeNoM, KoXepenmHy, ¥ HeKoXepenmHy Meuiasuny (YUCTHX) CTama |i) (oTyna ce

YHCTa CTamka TOHEKAJl Ha3WBajy U ,,KOXEpEHTHUM MemraBuHama™). Kama cy y
MUTakYy OTicepBadiie 3a Koje je 6asuc {||>} CBOJCTBEHH 0a3wc, BepoBaTHOhe Mepema
M Cpee BPEIHOCTH THX OICepBabmM Cy MCTe 3a oba ancambna, |y) u p.

Mehytum, oBa JaBa aHcaMOlla C€ .Mo2y paziukosamu MEpPEemeM OWIo Koje
orceppadiie, B, 3a KOjy TOpr-# 0a3uc HUje CBOJCTBEH, Tj., 3@ KOjy BaKH [é, ,5] #0.

Jlokas oBe TBpmE je ipeamer 3anarka 3.7.

CkyI cBUX orieparopa Koju 3aJI0B0JbaBajy ocoOuHe (a) u (0) YiMHM, MaTeMaTHIKH,
T3B., o -KOHGeKCcHy cmpykmypy. Hanme, cBaka TnHeapHa KOMOWHAIM]a CTATUCTUYKIX

oreparopa, { ,bp} , KOJM 33710BOJbaBajy Tauke (a) u (0), 1 cama 3a/10B0JbaBa T€ YCIOBE:
p= Zﬂpﬁp , GKO U CAMO AKO Z)Lp =1, (3.20)
p P

LITO ce JIJaKO MOXe Joka3aTu. Jlakie, CKyl CTaTUCTUYKUX OIepaTopa KOjU ce JIMHEAPHO
Memajy mo mpormcy (3.20), TpencraBiba Mamemamuuku 3ameopeHy CMpYKmypy ca
ocoomnnama (a)-(B). OBe ocoOMHE Cy 3a KBAaHTHY HH()OPMATHKY O] OCHOBHOT 3Ha4aja.

3.8 IIpomena cmarva ycneo meperoa

TEOPEM 3.2: Cenexmusno npeduxmusno Mepeme HeKe oricepBabiie A Ha yucmom
aHcaMOJTy y CTamy |¢), aKo je pe3ynTaT Mepera a,, MPEBOIM MOYCTHH aHcamoml y

CTamkbC:

Vo) =257 (3.21)
%4

rze je P, CBOJCTBEHHU MPOJEKTOp MepeHe orcepBaliie 3a CBOJCTBEHY BPEIHOCT &, .

TEOPEM 3.3: CenexmusHo npeduxmusHo Mepeme HeKe oricepBadie A Ha mewaHom
ancamOJy y cTalmy p, aKo je pe3yiTaT Mepema a, , IPEBOIN aHCaMOIT Y CTame:

1 - -

AIZ—APnAPn. 322

P (2P p (3.22)
TEOPEM 3.4: HecenekmusHo npeduxmugHo meperse Heke ormceppadme A Ha
aHcamOIy® y cTamy p MpeBOM MOYETHH aHCAMOJT y CTAmbE:

p'=Y B.AP,. (3.23)

n

8 CXO,I[HO PCUCHOM Yy O,Z[e.]'be 37, aHcaMOJI MOKe OUTH U YHUCT, UAKO C€ KOPUCTUMO CTATUCTUYIKUM
OIIePaTOPOM.
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VY ucTopuju KBaHTHE TeopHje Mepema, u3pazu (3.21)-(3.23) cy mo3natu kao
Hpojekirionn moctyinar™ (von Neumann 1955). Ha ochosu JIE®D. 3.1, mak, uspaszu
(3.21)~(3.23) cnene kao mocieauiie. 3a qokase ynyhyjeMo Ha OpUTHHAIHY JIUTEpaTypy,
Herbut 1969, 1974, Bunetu u Xepoyt 1984.

Capa je jacHa yyora ¥ B&KHOCT IPSAMKTUBHUAX MEPEHha: MOCIIE MEPEha, CUCTEM
(00jexT Mepema) He caMo Jia MPESKUBIbaBa (M TO, MPUOIMKHO, CBAKH I10jeIH-HAYHH
eNIeMEHT aHcamb071a), Beh je 1 jeJHO3HAYHO IMO3HATO KOHAYHO CTamke aHcaMOI1a Ha KOjeM
j€ BpIIIEHO Meperse — LITO je 0J1 OCHOBHOT 3Ha4aja y KBAHTHOj MH(OPMATHILIN.

3.9 Ancambancko paznukosarse K6AHMHUX CIMAlLA

[Mopen npuHIHHjeTHOT, (GOPMATHOT PA3IMKOBAKka YUCTUX KBAHTHHUX CTambha
nomohy mnojma IICKO, nocraBiba ce NUTaWkEe ONEPATUBHOT PAZIUKOBAFA YUCHIUX
aHcambarna, Tj., crama. Ha oBOM MecTy ce HCTHYE jOII jelaH acleKT Ipodiiema
MojeIMHAYHUX cucTeMa (TMojeIMHaYHUX eleMeHaTa aHcaMoa).

[IpunpyxuBame crama nojeauHayHoM cucremy (Iloctynat o nmojemuHauHOM
CHCTEMY) Ha TIPBH TOTJIE] Kao Jia yKasyje Ja je Moryhe yTBPIUTH y KOM CTamy Ce
HaJIa3! JaTH MOjeTMHAYHU CUCTEM, WIIM JIa Ce YTBPIH Y KOM O 1Ba (yHAIIpe 3ajaTa)
CTama ce IMOojeNMHaYHu CcUCTeM Hanasu. HujemHo Huje Moryhe, m To y mpunyuny,
YYUHUTHU — BULIETH, Onesbke 6.2 u 6.3.

Ca nmpyre cTpane, nak, IpUIPYKUBakE CTakba aHCaMOITy omoryhyje, Makap y
MIPUHIIMITY, 1a C€ MEPEHEM T0IECHE OrcepBadie Ha aHcaMOIy MOT'Y pa3JIMKOBATH J1Ba
(yHampen 3aymata) crama. Jloruka gokasza — BujeTu 3aaarak 3.14 — je cneneha: jenuau
MO/IAIM KOJMMa, Y KOHTEKCTY aHcamOaia, y KBAaHTHOj MEXaHHIIM OTIEPaTUBHO OaparaMo
Cy pacrojene BepoBaTHOha Koje ciesie MepemeM Ha ancamOiy. Mako gata pacnonena
BepoBarHOoha 3a Jary orcepBalily HE MOKE JeJHO3HAUYHO OJPEIUTH CTame aHcamOna,
Moryhe je, MepemeM IMorofHe oricepBadie, pa3IMKOBaTH (YHAIpel 3ajara) CTamba,
CaMOM YHEHEHHUIIOM IIITO Pa3IMuUTa CTamba, [0 NEPUHUIIH]H, 1a]y PA3TIMUUTE pacioese
BepoBaTHOha pe3ynTara Meperma Makap jeJiHe orcepBadie cucTema.

[IpahemeMm ucre noruKe J1aKo ce JAoKaszyje ¥ MOTYRHOCT pasiuKosarsa Mewanux
crama ancaMm0Oiia — 3agarak 3.14.

JIMTEPATYPA U TAJBE UNUTAIBE:

- Xepoym 1984 (mocebHO 3a 10Ka3e U3pasa 3a MPOMEHY CTamba PU MEpewY,
Kao ¥ Be3y ca MPOjeKIIOHUM MOCTYIIATOM)

- d’Espagnat 1971

- Myeuh 2004 (moceGHO 3a OCHOBE TeopHje Mepema U  (opMau3aM
CTaTUCTUYKOT ONEepaTopa)

- Kraus 1983 (ucupnuu opmanuzam CTaTUCTHYKOT ONepaTopa)
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3AZIALIM:

3.1 Kako ce Moke mokas3arH Ja penaiuje HeoapeheHOCTH He BaKe 3a PeTPOCIEKTHBHA
Mepemwa? Jlatu mpumep.

YHYTCTBOZ YTBPAWUTHU Oa BHCOKAa TAaYHOCT oz(pele/IBarLa nonomaja JCTCKTOBAHC 4YCCTHUIIC, HIIP., Ha
IleJ'Iy.]'IOI/IIlHOj Tpalu, HE I/ICKJ'Ly‘ije BHUCOKY Ta4YHOCT oz[peleBa}La HMITYyJICa TC YECTULE.

3.2. Jlokaszarty jeqHO3HAYHOCT MPUIPY’KUBAbA €, <> {ai b;,c, } , y osHakama O 3.5.
3.3. JlokazaTtu Bakeme u3pasa (3.13).
3.4. Nokazatu u3pas (3.17).

3.5. TNomazehun o m3paza (3.19) nokazaru Bakeme JInyBriose jemHaunte, m3pas (3.18).

3.6. 3amar je Memanu aHCaMOIT: CMEIIIaHa Cy CTama |+>Z ca BepoBaTrHohowMm 5/6,

+) ca
BepOBaTHONOM (CTaTUCTHYKOM TeXKHUHOM) 1/12, 1 cTame |—>y , ca BepoBarHohoMm 1/12.

Hahwu criekrpanny gopmy oneparopa crama oBOT aHcamOiia, moceOHO HEHETaTUBHOCT
CBOJCTBEHUX BPEIHOCTU CTAaTHUCTHYKOr ormepatopa. M3pauynatu ¢on HojmaHOBY
CHTPOIIH]y TOT CTama. (Bunern n Hanomeny y oksupy y Onesbky 5.1)

3.7.3acrama |y)=) Cli) u p= ZH C, |2 |i)(i| moxasatu na cy oueknBaHe BpeIHOCTH

oricepsadiie B y OBMM CTarmbUMa jeTHAKE AKKO BAXKU [ P, B] =0.

Pemrerse: OuexiBaHa BPETHOCT orcepBabdne B y uncTom cTamy nma o6IiK Z CiCj * <i |B| j> , JIOK 32
i

. 274160 ..
MEIIAaHO CTambe ce Jo0Hja Z|Ci| <I |L5>| I> . JIBocTpyka cyma y mpBOM HM3pasy I10CTaje jeTHOCTpYKa (Kao y
i

IPYTOM), aKKo Cy CMEIIaHa CTama (CTama |I> ) CBOjcTBeHa CTama oricepsabie B - mmo je ocTaBbeHo

YUTAOLy HA TIPOBEPY.

3.8. okazatu aa ycnos (3.20) 3a10BoJbaBa yCIIOB 33 & -KOHBEKCHY CHPYKMYDY.

3.9. Vi3pauyHaTu cTaHJap/IHO OZICTYNam€ OrcepBadie S, y MENIaHOM CTaky 3aaToM
y 3a1atKy 3.6.

3.10. ¥V tpoauMeHSHOHATHOM XWJIOEPTOBOM MPOCTOPY 3a[aTO j€ CTambe MATPUIIOM

1 10 0

KOJIOHOM: % 0 |, @ jenHa orcepBabia, y UCTO] perpe3eHTallju, MaTPULIOM |9 o 0
2|.

i 0 0 -1

. Hahu OYCKHUBAHY BPCAHOCT OBC OHCCpBa6J'Ie Yy 3a1aTOM CTalLy.
Pememe: OueknBaHa BPEIHOCT je y MAaTPHIHOM 3aITUCy JaTa MAaTPUIHUM IPOU3BOIOM:
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1
1 1

il 9 =ﬁ(1 0 —i)i 0. =0. (3a)

J2

1
—@ 0 -i)o
0

3.11. ¥V 4eTBOpOAMMEH3MOHATHOM XWJIOSPTOBOM IPOCTOPY 3aJaT je CTATHCTHYKH
0 1 i -2

omeparop marpumom i1 1 0 3
8/-i 0 5 -1

. Y WCTO] penpe3eHTaluju 3aaT je HEKd

2i 3 -1 2
1 -1 2 i
OIICpaTop MaTPHUIIOM -1 0 0 3 Hahm CTaHJAPJHO OJCTYIIaEkhe¢ 3a OBY
2 0 0 1/2
-i 3 1/2 0

oricepBaliy y 3aJaTOM MEIIaHOM CTamby.
Pemere: CtaHnapaHO O/ICTyake orcepBadIie 1aTo je onuTuM uspazoM (2.8). [Ipema omutum n3pasuma

Onessaxa 3.6 u 3.7, 3a MelIaHo crame O Baxke cnenche nedunuimje: <A2> = tr,bAZ, (< A>)2 = (trpA)z

. Cmemyjyhu oBe m3pasze y (2.8), ma oHza W 3a7aTe MaTpU4HE pelpe3eHTalyje, 1001ja ce 3a Kaapar
CTaH/AP/IHOT OJICTYTIAkba 3a/1aTe OrcepraoIe:

0 1 i -2i 7 =1+3i 2+i/2 -2+i
Etr 1 1 0 3 |-1-3i 10 -1/2 —i
8 |-i 0 5 -1|2-i/2 -1/2 17/4 2i
2i 3 -1 2 f-2-i i -2 41/4
o 2 : (36)
0 1 i =21 -1 2 i
itr 110 3|-1 0 0 3
8 |-i 05 -1}j2 0 0 1/2
2i 3 -1 2 \-i 3 1/2 0

Jaspu nipopadyH je Moryhe olaKIaTH IPOpadyHOM camo OUjaOHATHUX elleMeHama MAaTPHLA YUjH Ce Tpar
TpaxH, jep ,,tr * mpezicraBiba 30Mp JMjarOHANHKX €IeMEHaTa y JaToj perpe3eHTanuju. Taj 30up, Kako
croju y 3amatky (2.5), He 3aBucH off peripe3enTaryje. [1o mpaBmimmMa MaTpUIHOT MHOXKEHba, [THjarOHAJTHA
eJIeMEeHTH Clieie Kao MPOM3BOIM KOJIOHA W BPCTa MCTOr pena. Tako, 3a IpBHU WIaH Y TOPEHEM H3pasy,
IMjarOHAJIHH WIAHOBH Cy, pexom: —5/2+3i, 9+6i, 85/4, 37/4—9i . Bbuxos 36up, monesser ca 8,
Jlaje PBU WiaH y TopieM u3pasy: 37/8. 3a npyru unan ce poduja 121/64. Otyna cnenu aa je TpaskeHo

cranapaHo ofactyname: +37/4-121/64 ~4.42 .

3.12. Ynaguu cuHon atoma y IlltepH-I'ep1axoBoM eKCIIEpUMEHTY je MPUIPEMIbEH Y
CTame |+>y. Marser je mocTaB/beH Iy X-oce. Hahm KoHauHO crame, Kao H

BepoBaTHONY oOujama pe3ynTara 7/2 Mepema NpojeKLnje CIuHa.

Pememe: Mepena orcepBabina je S « - I1OMETHO CTame ce MOXKe Pa3sBUTH 10 0a3Kcy MepeHe orcepsadie

Kao: |+), = % [+), + % [—),. Cama, mspas (2.21), 1j. (3.21) HenocpemHo najy, 3a JATH PE3YNTAT

‘1

=5

1+i

2

(ceneKTUBHO Mepere) KOHAYHO CTambe |+> . » Kao 1 BepoBatHohy <+ | +> =
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3.13. U3zpauynatm wMarpuily Koja TMIpeACTaBjba KOHAUYHO CTamke aHcamOma y
HECENIeKTUBHO] BapUjaHTH Mepema pa3MaTpaHoM y 3amatky 3.12. 3a To crame

M3padyHATH CTATHCTHYKO OJICTyName oncepsadie S, . (YouuTu ryGibembe nodyerHe omrpe

BPEIHOCTH 3a S, YCIe/ Mepema S, - LITO je [OCIE/MIa HEKOMIIATHOMIHOCTH, [SX , Sy} #0 -

suzietn Onervak 4.4.)
Pememe: Ipema m3pasy (3.23), KOHAYHO, MEITaHO CTabE (32 HECEIEKTHBHO MEPEHE) je 00IHKa!

p= Ij+xﬁl |5+x + p—XID' p—x ’ (3B)

I7IE Ce M0jaBJbyjy IPOjEKTOPH KOjH OAroBapajy asaMa Moryhum pesynratuMa mepema, + 71/ 2 . Kako cy

00c CBOJCTBEHE BPEIHOCTH HECTEHEpUCaHe, 00a MPOjeKTopa Cy aujaje, Tj. |5J_rx = |i>x<i| . Kako je

TIOYCTHO CTamEC, p' = |+> y <+| , TO PE3YJITAT NPECTXOJAHOI' 3a/IaTKa JIaKO z[aje KOHA4YHO CTamC:
1 1
p:E|+>x<+|+§|_>x<_|' (3F)

3.14. Jlokazaru mocTojame orcepBadie 3a kojy he jBa, 10 TPETIIOCTABIM Pa3IHINTA,
KBAHTHA CTakba |y ) M |¢) JIaTH pasiiauTe pacroziene BepoparHoha TMCKPETHHX BPEIHOCTH
Te oricepBadye. YormmuTuTy Ha (aHCcaMOaJICKy) Pa3IMUMBOCT MEIIAHUX CTarba.

Permeme: Onabepumo HeKy orcepsabny A umje je jeIHO CBOjCTBEHO CTarbe 3a HEKY HeJIEreHepHCaHy
BpEAHOCT & Oaur crambe |l//> : A|l//> = a|1//> ; Taga W(A,|l//>, a):l. AKO Cy CTama pa3IninTa, BaXi

|<l//| (p>| <l. Oryn cien W (A, | (p>, a) = |<l// | ¢)>|2 <1.  Hejemmakocr  BeposatHoha,

W(A,|1//>,a)¢W(A,|¢>,a), YCIIOCTaBJba OIEPATHBHY Pa3IMYMBOCT YUCTUX CTarmba Ha aHcaMmOmy.

LII/ITElOI_ly OCTaBJbaMO YOIIIITEHE OBOI' JOKa3a Ha aHcaM0asICKo Pa3IMKOBak-€ MEIAHUX CTamba.

3.15. Jeman ¢dotoH maga Ha modymporycHo orjenaio mace M . Kopucrehu 3akone
OJIpKarba MMITYJICA M CHEPTHje 3a IBOYSCTUYHH CHCTEM ,,(DOTOH + ornenano®, 3anucartu
crame oBor cucreMa. [loceOHO pazmoTpuTu cirydaj M — oo

Pemietbe: V' IBOYECTUYHOM CHCTEMY 3aKOH OJIpyKarba HUMITyJICa YCIIOCTaBJba ciefiehy MpOIKUC: aKo je

(OTOH TpoIIao Kpo3 OrjIenato, BEroB UMITYJIC ce HHje IPOMEHHO, Kao HH Orjiefiayia, a ako ce (oToH
01010, OH/Ia ¥ OIVIENAJIO TPIH y3MaK, TAKO /1A jé YKYITHH UMITYJIC CaqyBaH. 3alUIIIMO OBO Y TEPMHHIMA

CTamba JBOYECTMYHOI CHUCTEMA: pemoM, Tako Ja

| p> f0t0n| 0>og|eda|o’ 1 | p > f0t0n| p >og|eda|0’
p'+p''= P . Kako je orenano nonynpomnycI/buBo, YKYITHO CTakbe OBOI CUCTEMA j€ CILIETEHO:

l Q L} n O)
ﬁ p> foton|0>ogledalo+| p > f0t0n| p >og|eda| ’ ()
. 1 .,1 .
3aKoH ofprKarba (KAHETHUKE) eHepruje ach: — P2+—— P"2=—P2. Y aumecy M — oo, npyru
2m 2M 2m

4JIaH ca JI.C. TEXH HyJI, oakie ciead P'—> P . CMEHOM OBOT y J1.C. 3aKOHA OJIpyKarba UMITYJICa Ce 1001ja
| p'+p' | <p4+p'= p+ p'", wro, c 063UpoM Ha [1.C. 3aKOHA OIPIKAHA, CIIEIH A MMITYJIC OrJIeqaia TeKH

aynn, P''— 0 —omenano ue Tpm y3Max, Tj., #e2060 cmarbe ce e merba. Y OBOM JTAMECY, JAKIIE, CTArbE
(3m) mobuja o6MK:
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1 .
ﬁﬂ p> foton +| p > foton)0>ogledalo’ Gh)

mTo (PU3MYKY OTOBapa CUTYAIHjH Y KOjOj 021edaio TIPEICTaBIba CHO/bAULFbe HO/be 38 POTOH — OaIll Kako
je To ciy4aj y uHTephEpPESHIIMOHNM eKcIiepuMeHTrMa Yy onTri. DOTOH cafia MpencTaBiba U30JI0BAHU
CHCTEM 3a KOjer OrJIeajio Mpe/ICTaBIba CIIOJhAllIbe TT0JhE Y CMUCITY TIPOITHCA 32 HHTEP(hEPEHIIN]Y MyTama
¢dorona (ymopemutu ca /Jlooamxom 10.2). Tj., y oBOM JMMeCy, Ogouecmuunu CHUCTEM IIOCTaje
JjeonouecmuyHu.
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IV IIPEITAPALINJA CTAIbA U KTACHYHA UH®OPMAIINJA.
IMPOBJIEM MEPEIbA

Mepetbe oncepBabne A Ha NojeAMHaYHOM CUCTEMY Y CTakby |‘P) nma Kao

pesynTaT Heky BpedHOCT a, 13 ckyna moryhux BpegHocTu. [o3HaBane Te
BPEeAHOCTU je Kracu4yHa uHgopmayuja 0 MepeHoj oncepsabnu.

Pesynrar mojenuHayHOr Mepema je BpcTa MHQOpMaIMje Koja ce IMOHEKaj
Ha3uBa akTyenHoM. CKynl TakBHX Mepema Ha aHcaMOly OCTBapyje jeaH KIIaCHYHH
mBop uHpopmanuja y cmuciy Onesska 1.1; oae! je IllenoHoBa entponuja onpehena
pactozienom BepoatHoha Mepemsa, p, =W (A|y),a).

4.1 Keanmna cmaroa:knacudHu UHGopmamuuKu acnekm

CBako uucmo cmarbe OAroBapa HEKOM ((HKCHPAHOM) CKYIy BpPETHOCTH
orncepabmm u3 Hekor (He HyxHO jenHo3HauHor) [ICKO (B. Onesmpak 3.3). O3naunmo

CTame CBOJCTBEHO 3a A (32 BPEIHOCT a,)ca |gon> , a Heku oarosapajyhu IICKO ca

{A, é, C ,} . Tanma, unghopmamuuxu:

|¢n>Q{anib(n)Pic(n)m---} (41)

TJIe ce TojaBJbyjy BpeaHocTH orncepBadmu u3 Tor [ICKO.
Mewano cmare HOCU KaacuuHy Heoopehenocm — He0080.bHO NO3HABAILE
BpenHoctu oricepBadbimu 3 Hekor [ICKO. Ha mpumep, Heka cy cMmeliaHa crama W3

CKyma {|gon>}, ca BepoarHohama p,. Tama ce aHcaMOl Hamasd y CTamy
p= Py|0,){0,|. Dusmuku, T0 3HAUM 1A ceaKu enemenm aHcambna uma oopeljero
n

cmare, HEKO M3 cKyna Moryhux, aau ja HaMa HHje TO3HAaTO y KOM CTamy Ce Koju
enemenm Hanasu. CxoaHo (4.1), ungpopmamuuxu, MEIIaHO CTaEbE CE MOJKE IIPE/ICTABUTH:

p=2 ple) e, = {@,.b",.c”,.ip,) < (0,) )} (4.2)

To ject, cBakoM eneMeHTy aHcamOlla ce MOXe MPUAPYKUTU jelaH CKyIl
BpeaHocTH onicepBabiu 3 Hekor [ICKO, anu To npuapyxuBame HUje yHarpe/ 3a/1aTo,
Tj., HE 3HaMO KOJH CKYIl BPEHOCTH Tpeba MPUAPYKUTH KOjeM eJIeMEHTy aHcamOna, Te
ce MpuapyXuBame ojipelyje BepoBarHohama.

! 1lIto He Mopa GUTH JMCKPETHA BPEIHOCT, Beh M HEKM MHTEPBA BPEIHOCTH.
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4.2 Illpenapayuja cmarea. Keanmnu unghopmamuuru aumum

[TpeAMKTUBHUM CENEKTHBHUM MEPEHEM  OTicepBadiie A jeoHnosnauHo je
NO3HAM U pe3yImam meperba (Hnp., oumpa 6peoHocm oncepeaoe), U KOHAYHO CMarbe
ancamona. Cxomno (3.21), 3a HEKO uucmo nouemHo CTame, MPSTUKTHBHO CEJICKTUBHO
Mepemhe BOAM Takohe YHCTOM KOHAYHOM CTamy — INTO MPEACTaBJba IMOCTYIAK
npenapayuje cmaroa, Tj., ancaMO1a. 3a Pa3MIUNTA NOYEMHA YUCMA CTaBba, |y) U | 1),

¥ KOHa4HW aHcaMOmi Cy pasmuamtd, Ply)=P|y), 3a neremepucany (M3mepeHy)
BPEIHOCT a,. 32 HeIereHeprcaHo (M3MEPEHO) &, , KaKo je JIaKo TOKa3aTH Ha OCHOBU
(3.21), y ommrem ciuydajy Baxu Ply)=exp(ia)P|y). Tako ma KOHa4HO CTamse

aHcaMOiia (CTame y KOje JKeIMMO Jia Tpernapupamo aHcamOi) He Ou 3a8Ucuio 00
nouemHoz, MOTPEOHO je 0O0aBUTH CHUMYJTAHO CEJIEKTHBHO MPEIUKTHBHO MEPEHE
onceppabmu m3 oxpehenor I[ICKO (wim, eKBUBAICHTHO, MEPEHE KOMIUIETHE
orceppadie). Mimajyhu oBo y Buay, caga ce HemocpenHo neduHHINE W Tpenapaiuja
(uucror) ancaMOi1a Ha nouemHom meuiaHom ancamony (BumeTn 3amatak 4.2). YKyIHO:
11a KOHAYHO YUCMO cmarbe He OW 3aBUCHIIO OJT IOYETHOT (YMCTOT WA METIIAHOT CTarba),
JIOBOJEHO je OOABHTH CEIIEKTHBHO IMPEAMKTUBHO MEPEH-E HEACTeHEPHUCaHEe BPEIHOCTH
(WM, eKBUBAJICHTHO, CUMYJITAHO TPEIMKTUBHO CEJIEKTUBHO MEPEH-E OICepBadIN W3
nekor [1CKO).

Anmepnamusnu nocmynax 3a npenapayujy awcamona je, T3B., unmpuparee ancamb6na. Hamwme,
nomohy ,,untepa™ ce U3 moderHor aHcamOna W3/Bajajy caMO OHH €JIEMEHTH KOjH 3aJI0BOJbaBajy
onpelyeru kpurepujym. OBaj TIOCTYIAK HUjE jeIHAK MPOIECY MEPEHha, & YECTO Ce KOPUCTH Y MPAKCH —
HIIp., aHanM3aTop nonapusaimje ¢poroHa uzzBaja GoroHe camo onpelene nonapusarmje. HapaBHo, y
TaKBOM CIIy4ajy, jelaH JIeo IMOYEeTHOr aHcamOna je ,,yHUIITeH (HeKu (OTOHH Cy arcopOOBaHH O]
CTpaHe aHaIu3aTopa), Tj., ,,HecTao™ je Oalll Kao y KBaHTHUM MeperHMa JIpyre BpcTe (HEMOHOBJbHBUM
MepemumMa, Onerpak 3.1).

Wzpa3 (4.1) Hocu Knacuuny unghopmauujy o BpeOIHOCTHMA OTICEpPBAOIU U3
Hekor [ICKO, kao um o (KOHauHOM) CTamy cHcTeMa O KojeM je ped. Ty Hema

HeozapeheHocTH, Tj., Mawmka HH(opmanuja: U a,, H |(pn> Cy jeonosnaumno (ca

BepoBatHOhoM 1) mo3Hatu. McToBpeMeHO, M BpEJHOCTH CBUX OIICEpBadIM Koje Cy
(ananurtruke) Gynkuuje oncepadiu u3 [ICKO cy jeqHo3HauHO No3HATE.

VYrpaBo pedeHo je 100po MO3HATO Y KIIACHYHO] (pU3HLK: jeTHO3HAYHE BPEAHOCTH BapHjaliin
nmoinokaja u wmMmynca (Tj., CTame CHUCTEMa) jeqHO3HA4YHO onpelyjy BpemHocTH c8ux
Bapujaliy cucTeMa — KOje Cy aHATMTHYKE (DYHKITHje OCHOBHHX, KAHOHCKH KOH]jyTrOBaHHX
Bapujabir. HemoBoJbHO MMo3HaBamk-e BPEIHOCTH MONI0XKaja M MMITYJICa MOKE J]a TIOBJIa4H
HEZ0BOJBHO TTO3HABAE CBUX JPYrHX Bapujadmu. [lakiie, Hema CyIITHHCKE pasinke uamehy
uH}opMaIrja 0 BpeJHOCTUMA KIaCHYHUX BapHjaldiid U rope-aHaIM30BaHNX HH(pOpMaLja
npezcTaBibeHnX u3pasuma (4.1) u (4.2). Oryna ce ope uHdopmalyje Ha3uBajy KIACHIHUM.
A 3a ny0spy ananmzy Buzieru [lornassse V.
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MehyTuM, y KBAaHTHO] MEXaHHIIM MIOCTOje oricepBabie Koje He Komymupajy ca
Makap HekoM oricepBabiiom u3 [ICKO. Tana, HyxHO, IOCTOjU oricepBadia cucrema 3a

KOJY HEKO CTame |(pn> HUje cBojcTBeHO. Kao mTo 3Hamo (Bumetn m3pa3 (2.8)), TakBoj

OTICepBaldIM ce HE MOXKE TPUIPYKUTH jeJHO3HAYHA (,,0IITpa‘) BPEAHOCT HA aHCaMOIy
y CTamby |(pn> . Melhymum, oéa epcma neoopehenocmu nuje «kiacuuHay, N 1€TabHO he

outn obpahena y Omerbky 5.2.

Ono mTo oBre kenmuMmo uctahu je cieneha YWIHCHUIIA: YUCMA CMARA CY
HOCUOYU MAKCUMATTHE KACUYHe UHpopmayuje o cucmemy.

Hamnwme, 3a cBako 9KCTO CTambe BaXKH: CBE IIITO CE O CUCTEMY (Y TOM CTamby) MOXKE
3HATH — a TO Cy JeJIHO3HAYHe, omTpe (ca BepoBatHohoM 1) BpeaHOCTH oricepBadiu u3
Hekor [ICKO, uzpa3s (4.1) — je mo3nato; nmamo cBe Moryhe kiacuyne nHbopMarmje o
cHcTeMy y TOM cTamy-. IIpu ToMe, oricepBabie Koje He KOMyTHPajy ¢a MaKap I10 jeTHOM
oncepBabiom u3 pgaror [ICKO ce kapakrepunry HeoapeheHomhy (HEHYyITHM
CTaHAapIHUM ojcTynameM). OTyna KBAaHTHY MEXaHUKY KapaKTepHILEe IOCTOjare
rpanuie y MoryhHocTumMa MH(GOpPMATUYKOT OIKCA CUCTEMa — MaKO 3HaMO CBE HITO Ce
MO>K€ 3HATH O CUCTEMY, UITaK IMOCTOje HeoapeheHocTr (HepocTaTak nH(opMalija) Koje
ce He MoTy 3a00uhH, a KBaHTUTATUBHO CE UCIOJhaBajy Kpo3 peraiuje Heoapehenocruy,
m3pa3 (2.9). Jlakne, oBe mpUHIUNHjEIHE HEOJpeheHOCTH CTaBJbajy TPaHUIy Ha
MoryhHOCT mocenoBama/1o0Mjama KIACHYHUX HH(pOpPMaIMja O KBAHTHOM CHCTEMY,
LITO C€ HAa3UBA K8AHMHUM UHDOPMAMUUKUM TUMUINOM.

4.3 IIpoorem meperva

KBaHTHa MexaHuKa Oapata deéema pcmama npomene Cmarba y 6pemeny.
Ilpea BpcTa IpOMEHE CTama je Kay3aiHa (YHUTapHa, peBEp3UOMITHA) U OTIHCaHA
je HpeauHrepoBOM jeTHaYHHOM:

|P(t)) =U (L t,)| (L)), U =U". (4.3)

Mehytum, keanmno mepere je a priori cmoxacmuuno, Tj., BOJA MPOMECHH
CTama Koja Ce y HeCEeJICKTUBHOj BapHjaHTH MOJKE OIUCATH Kao:

[¥) = {(a. )= (2)p)) (44)
Tj., omuryje, u3pasuma (3.21)-(3.23). [Mamrehu (3.23), uspas (4.4) rnacu:
1¥) = Zicilg) = p = Xilcil*|di Xl (4.5a)

HapaBHo, cenekTMBHa BapujaHTa OJroBapa MPOMEHU CTama 00jeKTa Mepema Koja
OJIroBapa pe3yJITaTy Mepema a,, -

|¥) = X cilpi) = [dn). (4.50)

2 PasnnunTa (aucra) crama oapehyjy pasmuunte [ICKO-oBe.
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MMPOBJIEM MEPEbA:
[Ipomena crama (eBomymmja y Bpemeny) (4.4), 1j. (4.5a,0), Huje y cknady ca
Lllpeounzeposom jeonauunom. Koju je omoa 3axon Kpemarba 3a KEAHMHO
Mmepere?

OBaj npobnem je joLw yBeK OTBOPEH.

Humyumuena napaooxcarnocm TIpolieca Mepema y CEIEeKTHBHO] BapHjaHTH
oryena ce y crieaeheM youaBamy (3amanu 3.16 u 3.17): Mmepeme oricepadiie Ha CTamby
KOj€ HHJ€ ’€HO CBOJCTBEHO CTame 00e30el)yje kacuuHy nH(POpPMaLUjy O BPETHOCTH T€
oricepBalIie U yCcnocmaesba Kacuduty peaiHocm Te, MepemheM-1001jeHe, BPeTHOCTH (
a,), auy, y OIIITEM clydajy, Ha ymTpO KilacuyHe UHQOpMaiuje, Tj., KIacHuHe
peanmnoctu BpeaHoctu (b) mexe onceppabne (B) u3 IICKO koju oxpehyje mouerno
crame (|y): B|y)=bly)). Jpyrum peunma, KBaHTHO Mepem€ ,CTBApa“ KIACHUHY
peanHoCT (Kpo3 Jo0ujame KiacuuHe nH(popMaimje) u3MepeHe BpeaHOCTH (HIp., a, )

MepeHe oricepBadiie, UICTOBPEMEHO ,,YHUIIITaBajyhu* KIacHuHy peasHOCT (KJIaCHUHY
nHbopMaIjy) BpeaHOCTH (HIp., b) HEKWX omcepBabiM Koje HE KOMYTHpPajy ca
MEPEHOM OIICEPBAOIIOM ([A, B];t 0).

4.4 Paznuuueocm Keanmuux cmaroa

KBanTHO Mepemwe ycrocTaBsba KJIacuuHy MHPOPMAIUjy O BPEAHOCTH MEpEeHe
orcepBalie, Ka0 M O KOHauyHOM crTamy aHcamOna. Ilpm Tome ce moapasymeBa
Paziuvueocm pe3ynmama mepera: Kaaa MepHU HHCTPYMEHT MOKaXXKe BPEJHOCT &, , Y

uacaTHOM ciiydajy (06e3 MeTpoJIOIIKe Tpelike Mepema), TO HUje HU jeaHa apyra
BpenHoOCT ormcepBabie. Jlpyrum pedunMa: MEpHH WHCTPYMEHT (,.amapar) He Opka
BpeHOCTH — paziukyje ux. Otyna ce u 3a uadopmalje Be3aHe 3a BpeTHOCTH MEepeHe
oricepBadie Kaxe jaa cy padimmuue. OBo uMa u cBoj Gopmanau Bui. Heka cy, mo

nebHHHALIMH, 1B BPSIHOCTH oricepBadne A a, u a, , mehycobHo pasnuuuse. Tana ce
BUX0BA PAIUYUEOCH (hopmanHo Oehunuute YCIOBOM OPTOTOHATHOCTH OJIrOBa-
pajyhux CBOJCTBEHHX CTama (WM, EKBUBATICHTHO, IIPOJEKTOPA), | (pn> , | (pm> (wm P,,P,):

<g0n|(om>:0,n;tm

. 4.6
PP,=0,n=m 40

OcoOnHa pa3IMYMBOCTH CTakba M PA3IUKOBAKE BPEIHOCTH Bapujadbau ce
noJjpasymMeBa y KJIacM4yHO] (M3MLM. AJNM y KBaHTHOj MeXaHUIU u3pa3 (4.6) mma

nmoceObHy Ba)XHOCT W HEMOCpPEeNHO (PU3MYKO 3Haueme: MepemeM orcepBadime A Ha
aHcaMOIly y cTamy |(pn> KOje je CBOJCTBEHO 3a A, pesynTaT Mepema je a,nuToy
UJICATHOM CITy4ajy (3aHEeMapyjeMO METPOJIOIIKY TPEIKy) ca BepoBatHohowm 1. [Ipyrum
peurMa: CTame |(pn> HE MO>Ke JIaTy BpeHocT &, , VM = N. U 1o je nmyHo onepamueno

3Hauewe nojma paznuyueocmu BPEIHOCTU oOrcepBabmu (Tj., CTamba) y KBAHTHO]
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MexaHuI. MicToBpeMeHo, TO je U Hocunay pasmuyueocmu (Kiacuunux) ungopmayuja o
K8AHMHOM cucmemy — O BPEJHOCTUMA OICepBadmu (Tj., CTamMMa), IOOMjeHHX
MepemeM. A 3Ha4aj oBe HaroMmeHe noctahe jacauju y [lornasipy VI.

JIMTEPATYPA U TIAJBE UUTAIBE:

-V Besu ca mpobieMoM Meperma KoHcyiroBatu Jyeuh 2004, Xepoym 1984,
Wheeler and Zurek 1983.
- VHrepHer nperpare 3anoyetu GpazoM “‘quantum measurement”.

3AJIALIN

4.1 AHanm3upaTy MPOU3BOJBHY TIpETapalrjy ancamosia KOju je y jeTHOM OJ MOYETHUX
YHCTUX CTamba, |y), WIH | ).

Pememe: M3pas (3.21) 3a Henerenepucany BpeHOCT @, (Taja je MpojeKTop an = | o, > <(0n | ) naje:

TN ) =e0()e).

(ol

U aHAJIOTHO 3a CTambe | ;(). Jlaxie, KOHauHa CTamba Ce PasiMKyjy camo 1o ,.a3u. 3a gereHeprcaHy

BPEIIHOCT OBA je/IHAKOCT, y OIIIITEM CITy4ajy, BUIIE HE BaXKU:

)=} = S |2} B 2) e .= o)
i=1

4.2 Tlokazaru na uzpa3s (3.22) naje npenapayujy uucmoe ancamoOiia 3a nouemHu Meuanu
aHCcaMOJ1 IO YCJIOBOM J1a je U3MepeHa HejlereHeprcaHa BpeIHOCT a, HEeKe orcepBadiie

A~

A.

Pemerse: Mspas (3.22) mpeacraBiba MENIAHO CTambe, O3HAYMMO Ta ca P . AKO je H3MepeHa
HEJIETeHepHCaHa BPEIHOCT, TaJia je MPOjeKTOop pn Koju ce mojaBibyje y (3.22) 3anpaBo aujana,
P, = |¢n ><¢)n | . CmeHoM 0BoOT y (3.22) ciiei 3a KOHaYHO CTaEse, TIOCHIE NMPEJAUKTUBHOr CEIEKTUBHOT

Mepema (100HjeH: pe3yiTaT je a,, ):

(trﬁpn)_lgwk (0] 22| 20| 20 )20 | om0

TJIe TIOCTIEba jeTHAKOCT CIISI Ha OCHOBH jETHAKOCTH: (tl’,bpn )_12Wk <§0n | Xk >< Xk |(0n > =1.
k

4.3 Jloxazatu na (4.4) Huje y cknany ca LlpenenHrepoBoM jeAHaUMHOM.

Pememe: YauTapHa eBomymmja crama (ILIpeauarepoBa jemHaunHa) cagyBasa ,,aucrohy crama. To jecr,
aKoO je TOYETHO CTame YHCTO, YHHTapHA €BOJIYIHMja BOAW Takohe UHCTOM CTaly — y OUYHIIICTHO]
TIPOTUBYPEYHOCTH Ca TPOLECOM Mepema, m3pas (4.4), Tj., (4.5a). [loka3 cadyBama ,dnucTohe crama’

A =y ) (w®)]=U]w(t))(w(t)|U" =Up()U". Cana,
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P2 (1) =Up(t,)U"Upt)U" =Up (U =p(t), iep |wt))(w(t)|=pt)=p"t). 3a
CEJICKTHBHO Mepeme, u3pa3 (4.50) ounrnenno Hapymasa [llpeauHrepoBy jeHaAUMHY, KOja je Kay3aiaHa
(KOHAYHO CTambE je JeMHCTBEHO).

4.4 Tlonazehu on nedpunnmmje (4.6), oegpunucamu HEPA3TMIUBOCT KBAHTHHUX CTarba.
VYnopenutu ca Taukom (B) Onesbka 6.1 u Onespka 6.3.
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V KBAHTHA HEOJIPEBEHOCT. KBAHTHA HECEITAPABUJIHOCT.
KBAHTHA HEJIOKAJIHOCT

5.1 Knacuuna neoopehenocm

Beh je Buie myra uCTaKHYTO: HETOBOJHHO MO3HABAE BPEIHOCTH OIICEpPBAOIH
(MM cTama CHCTEMa), TO JECT HeOOCmamax KlacUdHUX uHgopmauuja o rwuma, ce
Ha3WBa KIAcU4HA HeoopeljeHocm BPEIHOCTHU OTIcepBadiH (Tj., CTamba).

Ha mpumep, y HecenekTHBHOM Mepemy orcepadiie A uHja Cy CBOjCTBEHA
cTama |(pn> U CBOJCTBEHE BPEJHOCTH @, , Y MEIIAHOM aHCaMOIy IOCIE MEpema Ce
HaJla3e eJIeMEeHTH (TI0jeIMHAYHU CUCTEMH Ha KOjUMa je U3BPIIEHO MEPEHE) Kojuma ce

MOTY MIPHPYKUTH Pa3IMINTE BPESIHOCTH OTicepBadie (T1a OTy/1a U pa3inanuTa KOHAYHA
CTama), MTO ce (POPMATHO MPEJICTaBIba (EKBUBAJICHTHO (4.2)):

{a.p,}. 2P, =1. (5.1)

[Tpu Tome ce moapazymena:
(a) BpenHOCTH onicepBabne A cy meljycodno paznuuuee, a, #a, —>N=M

©) p, =L Vvn.

Taxo ce knracuuna neoopeljenocm, xoja ce Tuue ancamoOIa onvcanor u3pazom (5.1),
y (hopMaTM3MYy MPEICTaBIba MEIIAHUM CTaFmhEM:

EDIN NI-SICAR (5.2)

KOje OJICTIMKaBa Hedocmamax (Kiacuune) ungopmauuje o epeoHocmu mepene
oncepeaone (mj. cmarwa cucmema) y aHcamosly HAKOH Meperva.

[TojmoBHO, canprkaj kinacuane Heoapehenoctu, uzpasu (5.1), 1j., (5.2), je ucmu
Kao u y Knacuunoj cumyayuju npeocmaenvenoj na Cn. 5.1.

® ~@®

o O

Cu. 5.1 Y Hemnpo3upHOj KyTHjH Cy Oene 1 IpHe Kyrimiie. Te Kyrimie Mory na m3aly u3
KyTHje W 3a7aTak je OJpPEeaWTH BepoBaTHONY I0jaBJbHMBama OCNHX/LPHMUX KYTIIHIA
(TIojaBIBUBAILE jE 3aIPABO YUH Meperba — Mepera 0oje Kyrimna). [Ipu Tome, u mo je
KbyuHo, y KITaCUIHO] (DH3UIH je y6eK ciiyuaj: u 'y KyTHjH, 4 BaH ibe, CBaKa I10jeIMHAYHA
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Kyrauia uma (Kiacuuno peanno) 60jy - ta 6oja je wiu Oena, wiu UPHA, W Huje
ycnoemwena (e mera ce) mepersem.

boja kyrnuna y kyruju Ha Ci. 5.1 je kracuuno-peanno oopehena (ded. 2.1) —
OHA TOCTOjU HE3aBHCHO OJ OWJIO dYera Jpyror, W Ipe, W MOCIe Mepema, U HHje
YCIIOBJbEHA TIOCTYIKOM (MITH UCXO0JI0M) Mepera. OBO je TpUBHjaJIaH UCKa3 y KIIACHYHO]
¢bm3umm u tude ce crama (5.2). HanMe, kao W y KyTHjU, CBaKH €IIEMEHT MEIIaHOT
arcamOJ1a IMa KacuyHO-peanno oopeheno cmarve (|(0n> ca BepoBatHohoM p, ), IITO je
UMILTAITHO Y u3pasy (5.1). To je, mojMoBHO, u cadpacaj uzpasza (5.2).

3aro ce Kaxke Ja je KilacuuHa HeoipeheHocT — Tj., HefocTarak uHdopmaruje (o
CTambHMa, BPEIHOCTHMA BEJIMUMHA) — CYOjeKmueHoz, UH(opmamuuKkoz Kapakmepa n
HEe THYe ce Hekux a priornih ocobuna cucrema, Beh caMO HEIOBOJHHOT MO3HABAH-A
CTama CHUCTeMa U BPEIHOCTU H-EroBUX Bapujadiu/orncepBabmu. OTyna je KiacuyHa
Heo/ipel)eHOCT npakmuune npupode, a He TPUHIMITH]EIHA TPAHUIA Y MOTYhHOCTH
CTHIaBba MHPOPMALIja ITyTeM Mepersa’,

Knacuuna neonpehenoct ce mepu (bomman-I u6c-1llenonoBom) enmponujom:

H=->p,logp,, > p,=1. (53)

3a KBaHTHH CUCTEM Y cTawy (5.2) yBoaum ce ¢pon Hojmanoea enmponuja.
S=-tr(plogp), (5.4)

Koja ce Tociie TMpopadyHa Tpara CBOAM Ha u3pa3 (5.3), mpu deMy caja TOpHE
BepoBaTHOhe P, MOCTajy CBOjCTBEHE BPEIHOCTH OIlEepaTopa CTama p :

P =02 ) (@ (@0 |00} = O (5.5)

OuwnrnienHo Baxku: ako P, #1,VNn (1ITo Baky 3a CBa MelllaHa CTamba), 1a Tajla

S >0. (5.6)

[To mebunumju (Opemwax 1.1), wmo je eeha enmponuja, marve je noznasarbe
cmarva (8peonocmu eapujabnu Kojuma ma cmarea 002oeapajy) cucmema. OTyna u pa
eKcTpema:

e MunumyM entponuje S =0, oAroBapa YuCTOM KBaHTHOM CTambYy.
e MakcuMyM eHTpOIIHje OAroBapa Clly4ajy MEIIaHOT cTama: P, = Const,vn .

o JAOKA3: IIpBo 3a uucro crame. HapaBHO, 4uCTO cTame je cheuujajgaH ciyyaj
MEIIIaHoT, KaJla je jeHa BepoBaTHoha jesiHaka 1, a cBe ocraiie jelHaKe HyJIH:

Puemo =L FY¥[ +0- TJi)il. (5.7)

i=¥

! 3a pasnuky o1 MHpOPMATHYKOT TUMHUTA KBaHTHE Mexanuke, Oniesbak 4.2, KOjH je cmeap npunyuna.
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Cwmenom BepoBartoha u3 (5.7) y (5.3) Hernocpenro ciemm S = 0 (y3 korBerimjy 0-log 0=0).
Hpyro, 3a Memmana crama kopuctiuhemo rpaduk Ci. 5.2.

St

Cn. 5.2. Tpaduk dyrximje —X IN X Ha unTepsany [0,1] .

Yountu na cy BepTuKaje 3ampaBo BpemrHocTH —P, 10g p, koje ce cabupajy y u3pazy
(5.3). A 306up pacte ca mpuOIMKaBambEM BEpTHKAIA CPEAUHH, IITO OATOBapa CiIydajy

N
p, = % , IpA YEMY BaXXH yCJIOB z p,=1. OBrenacmumm N =2. m

n=1

Jpyra Mepa xinacuyHe HeoapeheHocTu je cmanoapono oocmynare. OBa
BeJIMUIHA 3a OIICepBabny A y aHcaMOIy y cTamy p Jara je u3pa3oM (YIOpEmuTH ca
n3pazom (2.8)):
)2

N N AN ~
(a,A) =(A >,, <A>p =tr(pA?) (tr(pA)
[Moncerumo ce (Opespak 3.6): MeIaHo cTame (aHcaM0J1) ce He MOpa TULIATH CaMO
OPTOTOHAJIHUX CTama. JegaH aHcaMOJ MOTY YHMHUTH U HEOPMOZOHAIHA CMArsd
(ITO Cy CBOjCTBEHA CTama HeKOMyTHpajyhux onceppadmn)®. O3HauMMO Ta CTamba

ca |}(|> , 4 IbUXOBC ,,CTATUCTUYKE TeXKHUHE ca p; - Tanma ce ToM chaM6Hy, 1o

nepunnnmju (Onesbak 3.6), IPUAPYKYje CTambe P = Z p; | i > < X |, y3 namheme na

< X ‘ X j> # 0; . Cajia, peliaBambeM CBOjCTBEHE je/THAUMHE 3a OBAKO JCQHHKICAHO O

ce goOuja criekTpamHu 00Uk THma (5.5) 3a Koju, caga, BaXKu CBE TOPE PEUCHO —
(5.3) u (5.4). Oryna nedununmja ancambia (Kpo3 3aaTo MEIIAme CTamba)

2 Bunern 3anartak 3.7 W jeian npumep y 3aaatky 3.8.
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jemHo3Ha4HO ojpelyje crame MemaHor ancamo6ma. A oOpHyTO He cToju: (5.5) ce
MO2ICe MUYAMU U Meulaeure HeOPMOLOHAIHUX CIArA.

5.2 Keanmmna neoopelenocm

Hynra enTpornuja 9ucTor KBaHTHOT CTamha KBAHTUTATUBHO MOTBphyje Harmpen
n3Her ctaB (Operpak 4.2) 1a uucma cmarba Hoce MAKCUMYM KIACUYHUX UHDopMayuja
o cucmemy (kpo3 BpemHocTu orcepadbmu u3 Hekor I[ICKO). Ocraje mutame Kako
TyMaunTH HeonpeljeHoCT Heke omcepBaGiie A 3a KOjy 3aaTO 9HCTO CTame HHje
CBOJCTBEHO.

Krnacnuno-undopMarniky TO u3riiena MapagoKCaaHoO, jep UMAMO MAKCUMYM
ungopmayuja o cucmemy (EHTponvja crama S = 0) a omner nocmoju Heoopehenocm,
MepeHa HEHYJITHM CTATHCTHUKIM OfCTynameM, AA , orcepsabne A y natom uucmom
cmary.

O3Ha4MMO YHCTO CTame ca |‘P>, a CBOJCTBEHA CTama orceppadne A ca | ;(n>.

Tana, HapaBHO, MOXKE CE TTUCATH:
|¥) = X0 cnlxn)- (5.8)

Ca npyre crpane, kimacuyHa HeojapeheHoOCT BpemHocTH oricepBabie A ce
OTIHCY]je MEIIIaHUM CTambeM, HIIP. :

p = Znlen*enXxnl. (5.9)
Capna, xako ce nako nokasyje (Onespak 3.7 u 3anatak 3.7),
[¥)(¥]= P, (5.10)

MOpaMo 3aKJbY4HTH: HeoapeheHocT orcepBaliie A y YHCTOM CTamby |‘P> HUje

KJIaCHYHE TpUpo/ie (Koja ce OTHCYje MEIIaHUM CTalkbeM p ), Beh je THIMYHA 32 KBAaHTHY

MEXaHUKy W OTyAa je ,kBaHTHa HeoapeheHoct®. Jlpyrum peuuma, Keanmha
Heodpeljenocm Huje cyojekmuene (ungopmamuuxe) npupooe, Tj., TOCIEAULA
Henoctatka uHopMalje, Beh ycred npunyunujennoz nocmojarea panuue y
MOryhHOCTH TMO3HAaBamka BPEIHOCTH OICEpPBAOIM CcUCTeMa — Kao TMOCieauia
HEKOMITAaTUOMITHOCTH (M3paKEHO KBAaHTHUM HH(OpMATHUKUM TUMHUTOM, Ofniesbak 4.2).

JEIHA TTAPAJIEJIA: V untepdepeHIIMOHUM €KCIIEPUMEHTA Y ONITUIIH CE TIOHEKA/T
CIIeKy/Mpa 0 GU3NYKO]j CUTYallMjH y KOjOj OM CBaKa 3aMHUIIIJbEHA YECTHLIA CBETIIOCTH
(poron) umana onpeheny nmyramy. M3 oBe mpeTnocTaBke ce Jako U3BO/IHU 3aKJbydaK
7la Ha 3aKJIOHY He Ou 6usio untepdepenije. M o6pHyTO, Kasia uma uHTepdepeHiuje,
HeMa CMUCHA 2080pumu 0 NYMAaredMa 3amuuiberux ¢omona. Tako ce W3BOIM
3aKJby4aK Ja Y MHTEeP(EepeHIIMOHNM EKCIIepUMEHTHMA HeMd CMUCIA TOBOPUTH O
nyTamH (HOTOHA.
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O kBaHTHOj HEOAPel)EHOCTH YITYTHO j€ TOBOPUTH Ka0 O CTaBY KOjH yCIIOCTaBJba
oa y cmarpy |‘P> Hema cmucia TOBOPUTH O BpEIHOCTUMA oricepBadie A .

Hugopmamuuku: y cramwy |‘P> He nocmoju a Priorna Kracuuna ungopmauuja o

eépeoHocmuma oncepeaone A. (HapasHo, MepemeM ce 1o0rja Ta nHPOpMAIja, AT
ce curyaija (mocie Mepema) oOphe: BpEIHOCTH MeEpeHe oIcepBadie caaa Hoce

KIacHuHy MH(pOpMaIHjy, 10K BPEIHOCT ornicepBadiie 3a KOjy je MOYETHO CTambe, ‘P) ,

CBOjCTBEHO, TO BHIlle He Baku — Onerpak 4.3.)

Jakse, kao KoHTpacT kinacudne Heonpehenoctu, Cin. 5.1, kBaHTHa HeoapeheHoCT
ce MoKe IpezcTaBuTH kao Ha Ci. 5.3.

HE MOCTOJMU
BOJA O

Cn.5.3 Kyrautie y KyTuju (npe mepersa) Hemajy 60jy Kao Gu3uaKy OCOOHHY — K6AHMHA
Heodpeljenocm boje; Tj., He IocTOjU @ Priorna urdopmaimja o 6oji KYIJIHIIE y Kymuju

_ 12 1/2
— CTarb€ KyIIMIA y KYTHJH J€ HEKO YHCTO CTame, Pg | B> + Pc |C> . Mepermem,

mak (IITO je OBJie W3/a3aK M youaBame 0Oje KyINHWIle), CBaka IOjeIMHAYHA KYIJIMIIA
dobuja bojy (110 je canpikaj xiacuane nHdopmanuje o 6oju). V3san kyruje (nocre
Meperba) je MelllaHu aHcamOJ1 (CMelliaHe, KiacuuHo-peanno nocmojehe ooje, xoje cy

MeljycoOHO paznuuuee) na je crame Kyriuia (| B> ) |C> - Oena, LpHA) M3BaH KyTHje
MellaHo,  Tj.,  TOCTOjU  Kiacuuha  Heodpeljenocm 0oje  Kyrmmna:

p= pB|B><B|+ pC|C><C| - Gam kao y m3pazy (4.5).

Capa ce mako MOXKe JJOKa3aTh 8adicerbe KGaumHe HeoopeheHocmu 1 3a Meuana
cmarba - aJiM 'y OJTHOCY Ha CTama Koja Cy CBOJCTBEHA 3a HeKy oricepBality ( B ) koja He

KOMYTHpA Ca OIepaTopoM cTama ( p ), [ 0, é] #0 —3agarak 5.2.

JEJTHA WIYCTPALIMJA: Pehu ,.enektpon’ y BOJOHMKOBOM aToMy uma (KIacCHYHO
peasHo) ozxpeheHn monoxkaj ca TyCTUHOM BepoBaTHOhe p(?) “ umnauyupa Kiacuuny

Heoopelhenocm nonodcaja.

p=[dp(r)[F)(r]. (5.11a)

% OBo ce Tnue ancamona. Kana cy y nutamy MojelMHAYHU eI1EKTPOHH, BuaeTH Onebak 5.4.
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Mehytum, U3 Teoprje BOIOHHKOBOI aTOMa MH 3HAMO Ja Cy CTamba eICKTPOHA Y
aToOMYy YuUCma cmared, 3a Koja BaXKu U3pas:

) = [d3Fp@ |7, WXyl = p, (5.116)

TE 3a TOJIOXKAj eIEeKTpoHa (Y CBAKOM aTOMY) BaKM KBaHTHA HeozpeleHOCT: enekmpon y
amomy nema nonoxcaj (I1a OTyja HA OUIIO KaKBy IyTamy), U TO y npunyuny*. llltapue,
HemMa HUKAKE02 CMUCIA TOBOPUTH O ,,BPETHOCTU * TIOJI0XKAja /WM UMITYJICA eNIEKTPOHA Y
aToMy, OaIl Kao 1To y uHTepdepeHiMjaMa y ONTUIM HeEMa HUKAKBOI' CMKCIIA TOBOPUTH O
nyTamH GoToHa (BUACTH U3HA]).

5.3 Keanmmna necenapaounnocm (cniemenocm — quantum entanglement)

KBantna HeoapeheHocT je yHuBep3aaHa 0COOMHA YUCTUX KBAaHTHUX CTama U
oricepBalIn 3a KOJ€ Ta CTamha HUCY CBOJCTBEHA. 3a C/10)ceHe KBAaHTHE CHUCTEME, TTOPE]]
OBe, TIOCTOJH jOII je[THa BPCTa HeoapeheHOCTH, Ha3BaHA K6AHMIHA HeCenapaduinocm
(wn keanmmua cnaemenocm® - “entanglement”).

PaszmoTprmo nBodectunm crcteM, 1+2. Bberos mpoctop crama je, 1o mocTynary
0 CTamHMa CIIOKEHOT CHCTEMAa,

H=H ®H,, (5.12)
a jeman OHB je {| ?),® ‘ 7 >2} , T€ CE CBAKO CTAFbe MOJKE 3AIUCATH KAo:
W)z = 2ijcijlph @ |Xj)2, (5.13)

rae ce ca Aa.c. (5.13) nojaBipyjy enementn OHb-oBay H, u H,, penom. Mehyrum, 3a

CBAaKO CTame€ CIIOKEHOT CHCTEMa IMOCTOJU U MoceOHOT-00mKa ¢opma, yCrocTaBJbeHa
cnenehum Teopemom.

TEOPEM 5.1 (IlImumosa kanoncka gpopma): 3a CBaKO CTambe |‘P>12 «TBOYECTUYHOI

CUCTEMA CC MOKC I[e(bI/IHI/IcaTI/I «pedykoeaHu cmamucmuyku  onepamop» I1pBOTI'

1 <‘P , Tie je «1r,» onepalyja y3uMarma napiuujaaHor’
Tpara Mo HEKOM O0a3ucy mpocropa crama 2. dectuie. Heka je (HejeaHo3HayHA)
crexTpainHa gopma p

ﬁl:zrk|¢k>11<(pk|' (5.142)
k

cuctema uspasom p; =1r, | ‘P>

Tana ce Moxke mucaTu:

|LP>12 = Zk:rllzk |¢k >1 ®|Zk >2 ! (5'146)

* HenaBHM €KCIIEpUMEHTH Ca KPEUpameM (CeMM)KIIaCHUHMX TyTama enekTpona (Maeda et al 2005)
Yy aToMy Cy CBOjeBpPCHA HITyCTpalyja peUeHOr: TeK CIOJbALIBUM YTUIIAjeM Ce MOTY CTBOPUTH TaKBe,
-KpaTkoxxnuBehe™ myrame.

® ANITEPHATUBHO: YTUIETEHOCT.

6 Buneru Jooamax 2.2.
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IJIE Cy CTamba | Yo > , CBOJCTBCHA CTatba «PE/lyKOBAHOT CTATUCTHYKOT OLIEPAaTOpay APyror

cucreMa.

P =D Nl ), (e =thlw),, 1, (- (5.148)
k

Axo ce cyma y (5.140) cBom Ha camo jeJaH WiaH, Taja je CTame CIIOKEHOT
CcUCTEMA cenapaduino (HeKOPeucano), HeKo | O > ) | Yo > , » 1Y TOM CTatby, 110 JeUHHLIH,

ceaKu noocucmem uma oopeleno cmarpe, |(ok > . ,| Yo > , » bezom.

Jloka3 Teopema iaheMo UMILTHLIMTHO — KPO3 KOMEHTape, Kao U KPO3 aleopumamcKu
noCmynax 3a npenuc npou3gonnoe cmarba y LIIK®; noTnyH noka3 nmar je, HIp., Y
Xepoym 1984.

Ucrakaumo, nipBo, aa oneparopu (5.14a,B) nmajy noceOHe OJUTHKE: U3pazuma

(5.14a,B) mare cy BIXOBE CIIGKTpaIHE Bopme, Te je {1, } 3ajeTHIUKN CKYI CBOJCTBEHHX
BpeIHOCTU. 300T (OUMIIEHE) jeJTHO3HAUHE BeE3e |(pk > ) <—>| Zk> ,» JACTeHeparlyje OBUX
CBOJCTBEHUX BPEIHOCTH Cy WJICHTHIHE 3a 00a omieparopa.

3a cBako |‘P>

(a) M3pauyna ce p, =tr, | ‘P>

anzopumam npenuca y IHHIK® je cnenchu:

Y|; tnp, =trtr, |W),, |, (¥|=tr,|¥)

12
Y|=1.

12 12< 12 12< 12 12<

(6) Pemmm ce cBojcTBeHA jenHauMHa 32 p,, OJAKIE CJIE/E CBOjCTBEHE BPEIHOCTH I, M
CBOJCTBEHH TIONPOCTOPH. Y3Me Ce jelaH CBOjCTBEHH Oasmc 3a P, {| O, >1} .

(B) 3a cBako (HejemHO3HAYHO OJa0paHO) CTame |(pk>l JEMHO3HAYHO ce NeUHUIIE
(HEHOPMHpPAHU ) BEKTOP l‘kll2 | X > ,» TaKO 1a < y o | ;(k.> , = O~ Hakie, nobujet je jenan
OHB 3a npyru noacucrem, {| X >2} . Tume cy nedunucanu ceu enemenTH LLIKD naror

crama. Crama | ;(k> , =1 <(pk |‘I’> IJie ce MojaBIbyje napyujantu CKaiapHi npouzeoo’

127
crama U3 H, u crama n3 ykynsor npocropa H .

HATIOMEHA: Camo axo je p, (a THME — B. TOpe — U p, ) KOMILIETHa oricepsadiia,
no6ujena IIIK® je jeqno3HauHa.

BepoBarnohe Mepema u cpefiibe BpeTHOCTH oricepBadau nojcucrema 1, 1j., 2,
ce M3payyHaBajy 1o Beh Mo3HaThuM u3pasuma:

(A)=tr,(Ap) (5.15)
(B,)=1r,(B,5,). (5.16)

o JIOKA3: Ilpema 3. mocTynaTy KBaHTHE MEXaHUKE O BepoBaTHOhama, CIe/IH:

" Buperu Jooamax 2.2.
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<'&1>:tr12('&1®r2|lp>12 12<\P|): 12<\P|'5‘1®|ﬁz|\}’>12 =
Feic 1Al 1, -6 1Al -

3 el Zle i 1A ), =te(A)
eje A= YIG i,
Ca craHOBWIILITA K1AcU4He UHOpMamuKe, OBa CUTyalllja & RAPAOOKCAIHA.

YKYITHU cucTeM, 1+2, ce Hamas3u y 4HiCTOM CTamy, T€ je HEeroBa €HTPOIHja jeJaHakKa
HYJIH:

, ¥ CBE aHAJIOTHO 3a oricepBaldiie cucrema 2. m

S\w) =0, (5.17)
JIOK CY eHmponuje cmarsa noocucmema Henyime.
S,=y.rinr =0i=12. (5.18)

To ject, o ykymnom cucmemy 3nHamo Hajeuute wmo moxcemo (mamrehn
MOCTOjalbe€ KBAHTHOT WH(POPMATHYKOT JIMMHUTA), JIOK O nodcucmemumd, KOJjU Ta
CaunbaBajy, UMAMO Marax uHgopmayuja’

KipyuHo youaBame je cnenche: pedykosanu cmamucmuyku onepamopu Hucy
cmarsa K6aHMHUX noocucmema, Beh caMo MaTeMaTH4Ka IIOTOJHOCT — Kao y U3pa3uma

(5.15) u (5.16). Hanme, u3 nckasa «crame NpBOT TOACHCTEMA je O, @ CTAme JPYror
TIOJICKCTEMA jE 0, » CIIEMH, TIO IeUHUIM]U, 1A je «CTame yKYIHOT cucteMa p, ® p,
». Mehyrum, kako Baku (3amatak 5.3):

() (¥ |2 21 ® P, (5.19)

TO CTOjU TOpHU 3aKkibydak. OTy/a ce pellyKOBaHU CTATUCTHYKH OTIEPAaTOPH HA3MBajy U
Mewasunama opyze epcme®, na Ov ce pa3TUKOBAIM OJ NPABUX MELIAHUX CTamal
(amp., (5.5)) xoja cy ctama cucremMa M Tocienuia cy (CyO0jeKTHBHOT) HEIOCTaTKa
uHpOopMaImja.

Jlaxiie, MeliaBuHE Ipyre BpPCTE HHUCY MOCeauIa (CyO0jeKTHMBHOT) HEIOCTaTKa
undpopmarmja. 30or (5.19), nema cmucna zo6opumu o nojmy cmarwa noocucmema
C/10JHCEHUX K6AHMHUX CUCHIeMa — OCHM YKOJIHUKO j€ CTambe CII0’KEHOT CUCTeMa THTIa
n.c. uzpaza (5.19). MndopmaTtuuku: y 4MCTOM CIUIETEHOM CTamy HE MOCTOjU a
priorna uxadopmalrja 0 CTamy MOJCUCTEMA, U TO Ka0 CTBAp MPHUHIIMIIA, & HE YCIIE/
Cy0jeKTUBHOT HeJlocTaTka HH(opMallrja 0 cTambuMa MoJICHCTEMA.

8 I1Ito je yonmureme nedpunnmmje us Onesbka 2.9 n nedunnmje y Onesbky 2.10.
® Enr.: improper mixtures.
10 Enrm.: proper mixtures.
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OBa, HOBa, HEOJPEhEHOCT — HEMOCTOjare CTama TMOJACHUCTEMAa — je HOBHU
crier(pUKyM KBaHTHE MEXaHHUKE, TIOTITYHO HEMO3HAT KiacuuHoj (pusumm. [la 6ucmo ce
y OBO YBEPHIIH, IPOAHATM3MPAJMO MEPEH-E HEKE OTICepBalIIe, HIIP., PBOT MOCUCTEMA.

Onabeprmo omcepBabiy A uYMja Cy CBOjCTBEHa CTama Oall OHA y M3pasy
(5.146). Hexka je m3mepeHa BpeqHOCT HEKO &, . Tazma, Kako ce MoXke HoKas3aTh (13pas3
(3.21)), KOHAYHO CTamke CIIOKEHOT crcTeMa 1+2 Tocie CelIeKTUBHOT Mepemha je

|20),| 20, (5.20)

U TO ysexk ca ucmum unoekcom (N) crama oba mojacucrema. Jlakie, MepemeM
oricepBabie MpPBOT, MPAKTHYHO CMO YBEK W3MEPWIM W HEKY OICepBadiIy Apyror

II0JICUCTEMA, YHja CYy CBOJCTBEHA CTama | ;(n> , W3 HcTe KaHoHCke dopme (5.140). U
OBHMME CMO YOUWJIM JIB€ CTBAPU: Mp60, TIOCTOJabe Kopenauuja cmarba (6peonocmu
oopeljenux oncepeabdnu) noocucmema, v, opyeo, oBO 0e3 yeoherwa ouno Kaxkeux

02panuyuersa y CMUCIy npocmopHoz pacmojaroa uimelly noocucmema. Pazmorprumo
OBa JIBa yOUaBama.

5.3.1 Keanmmne kopenayuje (kéanmua necenapabuiHocm)

[IpBo, 1 y kimacuuHOj (PU3HIM TOCTOje KOpENaIuje BPEAHOCTH (PH3UUKUX
BEJIMYMHA, T1a OTyJa M KOpenalmje crama. [lapagurma KIacHYHHUX Kopenamuja cy
3akoHu oopacarba. A Topme Kopenanuje Hucy Tor Ttumall. Hamme, knacuune
KOpenalyje cTama NoApa3yMeBajy 1a C6aKu nap y ancamony uma oopeljeno cmare, u

1la Cy cTamba y napy MeljycoOHO KopenucaHa: |(on > ) | Xn >2. Axo mocToju BuIe Moryhux
n300pa 3a crama (BHUIIE BPEIHOCTH MHICKcA N), Tama ce CBAKOM HMHAEKCY N Mopa
HPHUAPYKUTH HEeKa BepoBaTHOha P, , mto 1o nepunuimju (3.12) Boxu MEIaHOM CTaby
CIIOXKEHOT CHCTEeMa:

P =2 Pule )il 20), (ol (| = 20 Pal0n), 1 (20 @) 20), (| (521)
MelhyTtumMm, kako croju (3agarax 5.6):
|\P>12 12 <\P| # P (5.22)

TO HU youeHe Kopenayuje y cmarwy |‘P> He Mozy 6umu Knacuyne (Koje Cy OIMcaHe

12
u3pasoM (5.21)). 3ato ce ¥ TOBOPH O KeaHmHUM Kopenayujama (CTama, Tj., BpEIHOCTH

oricepBa0IH TIOACUCTEMA) Y YUCTOM (,, KOPETUCAHOM ) CTARLY |‘P> 1, CHOIKCHOT KBAHTHOT

cucreMa.

1 3aKkoHu OIpiKakba U JaJbC BaXKE, aJI1 OHU OBJIC HUCY Y IPBOM IIJIaHY.
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Hngpopmamuuxu: 'y cramy |‘P>12 HeMa a priorne uH(poOpMaIHje O CTambKMa

napoea noocucmema; NTABUIIIE, O CMALUMA RAPOBA ROOCUCHEMA HEMA HU CMUCTA
2060pumu — y TIyHOj aHAJIOTHjU ca KBaHTHOM HeopeheHomhy (Oxespak 5.1). Ca apyre
cTpaHe, oOujame MH(POpPMAIje O jeTHOM TIOJICHCTEMY YBEK ITOBJIAYM JOOWjarbe HEKe
nH(pOpMaIMje 0 APYroM IMOJICUCTEMY, alli 0e3 MO3MBama Ha KIACUYHE KOpemaiyje y
CIIO)KEHOM CHCTEMY. YKYITHO, OBE OCOOHMHE CIIO)KEHOT KBAHTHOT CHCTEMa CE Ha3UBajy
K6AHMHOM Hecenapadunnocuwihy, Wi TIOHEKa] K6AHMHOM chniemeHouthy (€HIL.:
“guantum entanglement ). OnpaBaame OBMM H3pa3uMa CTHIKE Of HHTYHIIH]E Koja ce
3aCHMBA Ha yOo4yaBamy J/1a, HaKo IIEJIMHA UMa CTame, O CTambhMa TOJICHCTEMa, Kao U
MapoBa IMOJICUCTEMA CEe MOKE TOBOPUTH CaMO YCJIOBHO — aKo je (Kao Moclie Mepema Ha
JeITHOM TIOJICUCTEMY) TIO3HATO CTarbe JeHOT TOACUCTEMA, OHOA je HYHCHO NO3HAMO U
cmarve Opy20e — TO JeCT, 0 ocobuHama (uHgopmayujama o) jeoHoz noocucmema Hema
cmucna eoeopumu 6e3 guxcuparna ocobuna opyeoe, u oopamno! Tako ce mopa pehu:
KOJI CJIOKEHHX KBAaHTHUX CHUCTEMa Ueuna uma oopelhene ocooune (Hip., onpeheHo
CTame), 10K noocucmemu (Kao Hu naposu noocucmema) nemajy a priori saoame
0coOuHe — IITO ce TIOHEKaJ HA3MBA KEAHMHUM Xoauzmom («HEpas3IesbuBOIIhy
LIEJTUHEY).

VY 4YHCTHM CIUIETEHUM KBAaHTHHUM CTambHMa MOjeOUHAYHU NOOCUCmeMU HEMajy
onpeheHo crame — B. u3pas (5.19).

VY 4HUCTUM CIUTETEHUM KBAaHTHUM CTaFbUMa HOjeOUHaYHU Naposu TIoJIccTeMa
Hemajy ozapeheHo crame — B. m3pa3 (5.22), mTo je CrhelMjaiHi CiTyda] KBAHTHE
HeonpeheHocTy, Tj., n3pasa (5.10).

Oco6wuna (5.19) ce Ha3uBa ksawmuom Hecenapabunnowhy, Tj., KBAHTHUM
XONUBMOM.

5.3.2 Keanmmna nenokaiHocm

Jlpyro, MpOMEHOM CTamba MEPEHEM — KOje YCIIOCTaB/ha KOHAYHO CTambe, HII.,
(5.20) — ce, HyXHO, YCIIOCTaBJbajy KJIacH4He HH(POPMAIIHje O CTarbuMa (M BPeIHOCTHMA
oricepBadiM) 0 00a MOJICUCTEMA, U 3a MO HeMa HUKAKEUX NPOCHOPHUX 0PDAHUYERA.
Hawume, 1Ba mojcucremMa ce MOTY HaJla3UTH W MPOU3BOJHHO JAJICKO jeJlaH O IPYroT, a
edekar (Tj., MPOMEHa CTama) ce u3paxana uzpasoM (5.20) 6e3 yBohemwa OUIO KakBOT
MOCEOHOT OrpaHrYeHa. MepemeM Ce YCIIOCTaBIba CTamke MenHe, n3pas (5.20), y kojem
cy ucmospemeno onpeheHa crama 00a MoACHCTEMa, HE3aBUCHO Ha KOM pacTojamy e OHU
Hanaze. J/lakie, KBaHTHa HecernapaOUIIHOCT UMa U OCOOMHY HeIOKATHOCMU, Y CMUCITY
Jla HHje HEOMXOHO OMJIO KAaKBO JIGjCTBO Ca jeJHOT Ha JAPYIH MOJCHCTEM, a J1a Ou ce
ycnoctaBwio crame (5.20) u y mWeMy caapkaHa KBaHTHA KOpenaluja Cramba
noJicucTeMa. 3aTo ce Kake J1a JI0 IPOMEHE CTama JI0J1a3u TPEHYTHO.

Hupopmamuuru: nodujame nHPOpMAIHje O jeHOM MOJICUCTEMY UMILTAIIPA
HCTOBPEMEHO CTHLame o/ipeheHe nHpopMalrje U 0 IPyroM mnoJicucreMy, 6e3 norpede
3a 7IejcCTBOM (MHTepakiujoM) u3mely 1Ba mojacucTema, WM OWIO KaKBOM JOJaTHOM
aKIMjOM CroJba (Kao 1mTo Ou OMIIo Mepeme Ha 2. TIoJCUcTeMY). J080.bHO je uzgpuiumu
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Meperve Ha jeOHOM NOOCUCmeMy U OYUMAasarbeM Ha uHcmpymenmy (IOOHjameM
KJIacu4He HH(OpMaIrje O jeTHOM MOJICHCTEMY) aymMOoMAamcKy je U mpeHymHo no3Hama
o0zosapajyha unghopmayuja o Opyeom, RPOU360.6HO YOALEHOM ROOCUCHIEMY — TIITO CE
jou1 30Be 1 ducmanmue Kopenayuje (Xepoyr 1984).

YoueHa HEJIOKATHOCT UMa M CBOj TIpeI3aH (PU3UYKU BH: TOPE PEUYCHO BaKH
(Aspect et al 1982, HoGenoBa Harpana a pusuky 3a 2022. roauHy) U 3a Meperba Koja ce
00aBJbajy Ha 00a MOJICHCTEMA, AJTH Y BPEMEHCKOM HHTEPBAITY (JETHO MEPEHE Y OHOCY
Ha JIpyro), r, Koje je kpahe o1l BpeMeHa MOTPeOHOT CBETIIOCTH (Tj., HEKOM (PH3HIKOM
JIeJCTBY) Ja CTUTHE OJi JeMHOT JI0 Jpyror mojcuctema. Tama ce Kaxke Ja Cy CBe
oreparyje Ha MoACHCTeMUMa (y PEaTUBUCTHIKOM CMHUCIY) JIOKAIHEe, A Ja j& YOUCHU
edekat — nojaBsbUBame KOHAUHOT cTama (5.20) — umak HeloKaaH.

5.3.3 benosa nejeonaxocm

®duzndka cuTyalyja; map 4ectuiia, 1 u 2, Hajase ce yiajbeHe jeIHa O] Ipyre u
Ha CBAKOj O] IbUX C€, IOKWIHO, MOTY MEPUTH HEKE JeMHOYECTUUHE oricepBadne, Q, R u
S, T, penom. Heka cy moryhe BpeZiHOCTH OBUX Bapujadbnu 1. YBequMo BETHUYHHY:

QS +RS +RT —-QT. (5.23)

Heka cy cBe 0BO knacuune eapujaodne. Tana ce MOKe OKa3aTu 1a Baxxu benosa
(Bell 1964, Clauser et al 1969) nejeanakocT:

(QS>+<RS>+<RT>—<QT>S2. (5.24)
o JJOKA3: Uzpa3 (5.23) je obmuka

(Q+R)S +(R—Q)T, (5.25)
na ¢ 003upom Ha Moryhe BpeaHoctr Bapujabm, wiu Q+R =0, um R—Q =0 cnemu:
QS+RS+RT -QT =+2. (5.26)

AKO Hucy nosname 6peOHOCMU 08UX 8apujabnu, mada ce Mopa padyHamu
cpeorba 8PeOHOCH.

<QS +RS+RT —QT> =<QS>+<RS>+<RT>—<QT> =
Y p(a,r,st)@s+rs+rt—qt)< > p(q,r,s,t)-2=2 (5.27)

q,r,s,t+=1 q,r,s,t++1

rne p(q,r,s,t) mpeacraBiba BepoBaTHONY 3a M300p BpeAHOCTH BapHjadiu. m

WmmuuutHe npemnocmagke iokasa cy:
(a) Knacuuna peanHoCT (HEYCIOBJLEHO TMOCTOjarhe) BPETHOCTH CBUX BapHjadbmu oba
MIOJICUCTEMA, Y CBAKOM TPEHYTKY,
(6) JloxanHocT, Tj., 1a Mepeme Ha jeJHO) YECTULM HE YCIOBJbaBa PE3YNITaT OMIIO KOjer
Mepera Ha JIPYroj YeCTHIIH.
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Mu Beh 3Hamo0 12 ycnosu (a) u (0) He Bake 3a YKCTa CTamba CIOKEHOT KBAHTHOT
cucrema. IlocraBiba ce muTame: Aa UM Taga Bakd M benoBa Hejeqnakoctr? 3ato
MpopadyHajMO CBE Kao U rope, ajli KaJla UMamo T0Cia ca K6AHMHUM Oncepeadiama u

_ 1
aHcaMOIIoM Y CTaby, HIp., |¥ 7)1, = NG (I4+)121=)22 = |=)121+)22) — o3Hake Onerpka

2.8.
Hedunmmmmo cnenehe omcepsadne 3a na kyoura (1 u 2), pemom:

Q = 6-ZiR = 6—xa

& —6,~6x A _ 0,6

S=—"Z2T==2=-*% 5.28
z T (5.28)

Younmo J1a cBe 0oBe orcepBalie MMajy UCTH CKYI CBOJCTBEHUX BpeaHOCTH, *1.

Kako ce 1ako Moke nmokas3aru:

1

<Q®§>:ﬁ:<§®§>:<§®f>:‘<é®f>, (5.29)
<Q§>+<I§§>+<I§f}—<@f}=2\/§>2 ! (5.30)

Jaxiie, He easxicu benosa nejeonaxocm!!!

OBO HETOCPETHO TOBOPU O HEBAKEHY MaKap jeJTHE O MPETIoCcTaBku (a) u (0).
Mu cmo Beh nanu aprymeHTe 3a OBE CTaBOBE, ali benoBa HejeTHaKOCT Ha CBOj HAYHMH
To U motBphyje. llltaBumme, bemoBa HejeqHAKOCT TPENCTaBIba KEAHMIUMAMUGHU
Kpumepujym 'y oBoMm cmuciy. [lpuctynajyhu cniemenum xeanmuum cmarouma Kao
unghopmamuukom pecypcy, benopa HejeTHaKOCT YCIIOCTaBIba KBAHTUTATUBHU KPUMIEPUJYM
K6aHmHe ChilemeHoCcmu, Kao U KeanmHe HeIOKAWIHOCIMU: e UMa aKo je HapyuleHa
benosa nejemHakoct!

HAIIOMEHA: HUcnocraBspa ce 1a TIOCTOj€ yOIIITemha KBaHTHE HEIIOKAJTHOCTH (T3B. ,,0€3-
curHaiHe kytuje” — non-signaling boxes, Popescu and Rorlich 1992). Maxko ¢husnuku Huje
jacHo Kako Ou cTama Koja OAroBapajy THM HEJIOKATHOCTHMA OWIia OCTBapeHa, Moxe ce pehn
Ia npupoda odonywma u ,,jauy‘ HeloKaniHocm O OHE KOjy CMO YIO3HAIM y BE3W ca
KBaHTHHUM CIUICTEHUM CTAmbUMA.

Oryna cnnemenocm u HenokanHocm HACY UcTO. CIUIETEHOCT (HEOCTOjarbe CTambha
TMIOJICUCTEMA, W TIapoBa TOJCHCTEMA) ce KBaHTH(HKYje PAa3IMYUTAM BeIMYMHAMA U HEMa
YHHBEp3aJHe, KaHOHCKE Mepe CIUIETeHOCTH — B., HIp., Mancini and Tombesi 2003,
Horodecki 2001. Ca npyre crpane, HenokaigHOCT (ropma Tauka (0)) ce 0oOMYHO
KBaHTH(HKyje HapylemeM benoBe Hejeqnakoctr. [lpm Tome, Hapymeme bernose
HEjeTHAKOCTH (32 CIIOKEHEe KBAaHTHE CHCTEME, a HE YOIIITEHEe CUCTEME Y CMHCIY TOpH-e
HAIlOMEHE) BOJIM ¥ 3aKJBYUKY JIa je CIIO’KEHH CHCTEM Y CIUIETEHOCM CTamby; OOPHYTO, MaK He
BaXKH.

5.4 Ilpoonem nojeounaunoz cucmema
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Ioctynar o mnojemuuaunuM cucremuma (Opesbak 2.4) ce  HEMOCPEAHO
YOIIIITaBa HAa MeIlaHa Crama. Hamme, ako 3HAMO Jia je MEIIaHd aHCcaMOll y CTamy
p =Y W, |i){i|, Tama ce yobuuajeno cmarpa j1a ce Moxe pehu J1a je i CBaKH €IeMEHT TOr

i

aHcaMOJ1a y HCTOM CTamy 0, Ca UICTOM MHTEPIPETAINjOM: CBAKH €JIEMEHT aHcamOlia ce
peanHo HalasH y HEKOM CTamy |i), ali MH HE 3HAMO y KOM OJl THX CTama, I1a Ce

kinacuuHa HeoxapeheHocT crama (Omespak 5.1) mpeHocu (yominTaBa) M Ha CBaku
TIOjeTMHAYHH €JIEMEHT aHcaMOJI1a y CTalmy O .

OBo yommreme Huje cmpozo ycnocmasmweno (HIp., y BUAY TOCTYNATA).
Ioctoje dopMymnanmije KBaHTHE MEXaHHKE y KOjIMa OHO He MOpa BAKUTH 2. MehyTim,
CBE JIOK CE HAJIA3MMO Ha mepery kBaHTHe MexaHuke [lormasspa Il, unHM ce ma oBO
YOIIITeRe Hema armephamusy. OTyJia ce YMHH 1 1A Ce TTOJMOBH KBaHTHE Heoipeh)eHOCTH 1
KBAHTHE CILIETEHOCTH > ((hOpMY/THCAHH HA HMBOY TIOjMa aHCAMOMA) jeJHAKO THIY M
TOjeIMHAYHOT KBAaHTHOT CHCTEMA.

Onmty omHOC eneMeHaTa aHcamOia W YATaBOT aHcambOia je TpeaMeT BpIIo
CYNITHITHAX UCTPAKMBamba Koja oBjie HeheMo HaBOWMTH (BUIIETH Y BE3H ca peranyjama
Heoapehenoctn, Onerpak 2.5). OBJie JOII KEMMMO J]a HarJIaCuMO J1a je TTojaM TI0jeTHHAYHOT
CHCTeMa 3ampaBo €1abo MECTO — Ia, Y U3BECHOM CMUCIY, U npobnem — CTaHIapaHE
(dopMynammje KBaHTHE MEXaHHMKE M Jia O HCTpaKHWBama KOja y CPEAUINTE TaXKHe
y3uMajy TOjeMHAYHE CHUCTEME 3alpaBO OBJE MOTIJIa Ja JOBEAY JI0 3Ha4YajHOT
JONPUHOCA OCHOBaMa KBaHTHE MEXaHUKE.

5.5 Hanomena

KBantHa MexaHuWKa, mopes KiacMuHe HeonpeleHocTH (Koja ce TpenacTaBiba
MEIIIAHUM CTambUMa), YBOJIU 06€ Ho8e epche Heoopelhenocmu.

()  Keanmmy neoopehernocm xao ONIITY KAPaKTEPUCTHKY CBHX YMCTUX CTama (Ma
KaKO TIPOCTHX, WIH CIIOKEHHX) CHCTeMa; 0Ba Heo/peheHOCT HHje MOCIeIHIa
HEJIOBOJBHOT TIO3HABama (MamKa KJIaCMYHUX HH(OpMalija) cucrtema, Beh je
MocieAnIla KBAaHTHE HEKOMIIATMOWIIHOCTH (penaruja HeoapeheHOCTH) u
HCKa3yje ce MOCTOJalbeM K8AHMHO2 UHDOPMAmMUYKo2 TUMUMA.

(1) Keanmmy necenapabunnocm (CIIETEHOCT), IITO je OJUTUKA CTamba CIIOXKEHHUX
KBaHTHHX CHCTEMa; OBJIE CE HEoApe)EHOCT THYE HEMOCTOjama CTama (U
BPEHOCTH OrcepBalii) MOJCUCTEMa KOJU YMHE CIIOKEHH CHUCTEM, U3PAKEHO
KBaHTHUM KOpeJiallijaMa ¥ KBaHTHOM HEJIOKaJTHOIINY.

Ha mipBu nornen, oBo je, nHGOPMATHUKH, JIOIIIA BECT.
MehytuM, Mame-BUIlIE CBH 33/alld KBaHTHE HMH(OpMaTHKe ce 3aCHHBAjy Ha
cneneheM mutamy: 0a i ce ose epcme HeodpeljeHocmu mozy ucKkopucmumu 3a
KOpucHa ungopmamuura npoyecuparsa?

12 Ha npumep, y T3B., TeOpujaMa «CKPHBEHUX BAapHjaOILi.
13 A me u uHTepnperauuje penanuja HeoApeheHOCTH 3a MOjeMHAYHU chcTeM — BuaeTH Ofebak
2.5 u /looamax 2.3.
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5.6 Aucaménu vs. nojedunaunu cucmemu

CrannmapmHa dopmynanyja kBantHe Mexanuke (ITornassse 1) vctrnde croxactraHoct
nporeca Meperma Kao HHXEPEeHTHY 0COOMHY KBaHTHHX cucTeMa. OTyna je ancaMOaJcKu
MIPUCTYI KBAaHTHO] MEXaHUIIM TiprpoiaH. CBEjeTHO, TO OTBapa MUTAE (YSCTO MOCTABJHAHO,
Hip., y Onespiuma 2.4, 2.5, 3.9, 5.4) craryca mojeMHAYHOT CHUCTEMa y OKBUpPHMA
KBaHTHE Teopuje. OBO MUTamE je 01 MOCceOHOT 3Ha4aja 3a KBAHTHY MH()OPMATUKY U
padyHame, jep je 3aJaTak y OBOj OOJIACTH 3alpaBO MAHUNYIAYUjd NOjeOUHAYHUM
kBaHTHUM cuctemumMa (HoOenBa Harpana 3a ¢3uky 3a 2012. roguny). . HapaBno, kana
T'OJI c€ KOPHCTH T10jaM BepoBaTHONe, Ta/ia ce iMa y BUIY 3aMHCao0 J1a Ou ce pa3MaTpaHu
MOCTYNIM (ONMCaHu BepoBaTHONOM) 3aIpaBO MOTJIM [TOHABJBATH Ha aHcaMOIly, U Jia ce
onarosapajyhe BepoBatHohe THYy TakBOT aHCamOIIa.

Iurame AHcaM0n Iojenunaynu cucrem
Basxu nm mojam BepoBaTHONE? + -
Baxe 5tu penaiyje Heoapehenoctn? + ?
Moxe 11 BaXUTH KBaHTHA + +
HeoapeheHoCT (HeBaXKeHhe KITaCHIHE
peamHOCTH)?
Moe 11 BaXUTH KBaHTHA + +
HeCeapaOmTHOCT U HEIOKATHOCT?
Moxe 11 BaXUTH K1acu4Ha + +
HeoapeheHocT (yBohemeM MemaHnx
crama)?
Moske 1 ce yTBPIUTH (,,AI3MEPHUTH ) + -
KBaHTHO CTame? (myTem, T3B., (No-cloning teopem,
Tomorpaduje crama, Koja Onespak 6.2)
OBJIE HUj€ TIPEICTABIFCHA)
Mory 11 ce pa3iIuKoBaTH + -
NPON3BOJbHA KBAHTHA CTarba? (No-cloning Teopenm,
Onespak 6.2; JeTMMIYHO
Pa3IMKOBAL-E€ CTamkba
nomohy POVM wmepemba,
Onempak 7.3)

Tabena 5.1 Jlepunnimja ,,mojemuHavHor cuctema nara je y Omessky 2.4. No-cloning
Teopem mar je y Onemmky 6.2. POVM mepema pata cy y Onersky 7.3. KBantHa
TOMOrpaduja cTara HHje MPEICTaBJbEHA Y 0BOj KEbH3H.

‘ JIMTEPATYPA U NAJBE UUTAIBE:
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- ¥V Be3u ca benoBom Hejegnakomthy (1., ca benoBuMm HejeqHakocTrMa)
notpaxut Ha Mnmepremy nion ormjom “Bell inequalities”.

- 3a yomurewa beroBe HejeHAKOCTH Ha BHIICUECTUYHE CHCTEME B.
Greenberger, Horne and Zeilinger 1989, Zukowski and Brukner 2002.

-V Be3u ca ONIITHJUM HEJIOKATHOCTUMA O] KBAHTHOMEXaHUYKE Ca/IpKaHe y
CIUICTCHUM CTamuMa mpeTpaxuBatd Ha WHrepHery mox ‘“‘nonsignaling
boxes”.

3AJIALIN

5.1 Jloka3zatu kBaHTHY HeoapeheHocT onceppabiie B y cramy p , Koja He KOMyTHpa ca
OIIEPaTOpPOM CTama p .

Pememe: Vickas ,,BpeHOCTH Heke orcepsaGne B (é = Zan |q0n><(pn |) Cy Kiacu4Ho Heonpehene"

n

Boze, mo nepunuimju (Onmesbak 3.6), 3aK/bydKy Jlia je CTamke CHUCTEMa MEIIaHO CTame THIA

p= Z P, |§0n > <(pn | , OJIAKIIE CIIEMH [Ig, ,5] = 0. Jlaxue, aKo HUje UCITyH>EHa KOMYTaTUBHOCT *, Tazia Hu1
n

HeonpeheHoct oricepsabne B y cramy p Huje knacuune, Beli KBaHTHE PUPOJIE U TIOTHYE OJf KBAHTHE

Heozpehenoctu orcepsabne B y cramuma |(0n> CMEIIaHIM Y O .

5.2 Jloxazaru u3pas (5.19).

Pemiewe: y uncrom cramy (5.140) nocroje kopenaimje crama nojacucrema. [permsnuje, 3a ornceppadie
Ai u Bz 4hja Cy CBOJCTBEHA CTarma |g0k >1 u | ;(k>2, penoM, Jako ce MOXKE ITOKa3aTu:

W(Ai, Bz;|‘P>12; a;,b; )= 0, ako i j 'ymopemuru ca uspasom (5.20). Mehyrum, y cramy Py ® po

HeMa HUKaKBHMX KOpeJaluja , Tj., y onmreM ciydajy, W (Ai, B,; | ‘I’>12; a;,b; )7& 0.

5.3 [lokazaru u3pas (5.20).

Pemerse: HemocpeHO clieau Ha OCHOBH NpuMeHe m3pasa (3.21).

5.4 Jlokazaru u3pas (5.21).
Vyrcreo: y ananoruju ca (3.12)-(3.14).

5.5 Jlokazaru u3pas (5.22).

YryrcTBo: y aHanoruju ca 3agaTtkoM 3.7, pa3MOTPUTH BepOBaTHONE 3a pe3ynTaTe Mepema, HIp., HEKe

orcepsa6e Ay ® B, , taxse 1a [Ai’ ,bl];t 0= [Bz , pz].

5.6 Nckazatn kBaHTHY HeoApeheHOCT M CIUIETEHOCT y TePMHUHHMMA MOjeJMHAYHOT
CHCTEMA.

1 Tloncerumo ce: ako A= B, tana je B norpe6nan ycios 3a A. OBje: KOMyTaTHBHOCT je
moTpedaH YCIIOB 3a HMHTEPIpPETalHjy MENIaHOI CTamba Kao HOCHOIA KJIAacH4He HeonpeheHocTn

BpeaHOCTH orcepabne B . Kako koMyTaTHBHOCT HUje HCIyHEHa, TO HeMa KilacH4He, Beh KBaHTHE
HeozpeheHocTH.
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VI HEPA3JIMMUBOCT HEOPTOI'OHAJIHUX CTAIbA.
No-cloning TEOPEM

KsanTHa nH(pOpMaTHKa Oapara nojeOuHauHum cucmemuma — iild HOjeOUHAYHUM
CKynoeuma KBaHTHHX CHCTEMa; y JPYroM CIIy4ajy, jefaH CKyI CHCTeMa je jelaH
TI0je/IMHAYHH €JIEMEHT (3aMHUIILJBEHOT) aHcamOr1a. MHOTH 3a/1ali KOjU Ce TUYy KBaHTHHX
CTama M Mepeha Ce MOpajy A0AaTHO AehuHICaTH, C 003MPOM Ha TO Ja C€ CTamkha OOUIHO
(Mazia He HY)KHO) MTPUTIHCY]y aHCaMOIMa.

Jenan TakaB 3a7aTaK je M 3a/1aTaK pa3IMKOBamka CTamka M0jeIMHAYHOT CUCTEMA.
VY Opespuinma 3.9 1 4.4 TUCKYTOBAJIM CMO Pa3IMYMBOCT aHCcamMbana, Tj., CTamba Koja ce
U4y aHcambana. Mehytum, kajga cy y nuTamy NOjeIMHAYHU CUCTEMU (Tj., OjeAUHU
eNIeMeHTH aHcaM0ia), 3a7aTak pas3MKOBama CTama Ce YyCIOoXKmaBa. Hawmme, Ha
TMOjeTMHAYHOM CHUCTEMY MOKEMO JIOOUTH camo jedaH pe3ynmam meperbd, Tia je oTpeOHO
Ha OCHOBH Hhera’ pasIMKOBaTH CTamba.

AKO Cy cTama yHanped no3Hama WM 3a/aTak je 1a UX MEPEHhEM Pa3IiKyjeMo,
Tpeba pa3nMKOBaTH JIBE BpCTe OBe cutyanuje. [IpBo, ako ce paju O OpTOrOHATHUM
CTamknMa, JOBOJHHO je 00aBUTH TMOTOHO Mepeme (orcepBadiie yrja cy TO CBOJCTBEHA
CTama) Ta pa3IuuuBOCT, m3pa3 (4.6), 3ajemHo ca Iloctymatom o TOjeTMHAYHIM
eIIeMeHTUMa aHcamOjia, TapaHTyje Pa3InIMBOCT CTakba U HA HUBOY IOjeIMHAYHUX
Mepema. J[pyro, KBaHTHa MEXaHHKa [M03Haje ¥ HEOPTOTOHAHA cTama. CBe JIOK ce Ta
CTamka MOTY pa3IMKOBaTH Ha aHcamOnuMa (Buzetn Onespak 3.5), Ha MojeTMHAHAYHUM
cucremMuma 1o Huje moeyhe. Y To je TeMa OBOT IOTJ1aBIba.

6.1 Hepaznuuugocm HeopmozoOHAIHUX CIAIbA

KBaHTHa MeXaHHKa HAC YU

(a) He moctoju omcepabna (epUMHUTCKH OIlepaTrop) urja OM CBOJCTBEHA CTama Owia
MehycoObHo HeoproronamHa. Otyna MepemeM OWiIo Koje orcepBabie Huje Moryhe
(pa3nHMKOBamEM pe3yliTaTa MEpera) pa3lIMKOBaTH OWJIO KOja J[Ba HEOPTOTOHATHA
cTama.

(6) CBaka 1Ba HEOPTOrOHAJIHA CTamba Cy CBOJCTBEHA 3a Heke, Mel)ycoOHO HekoMyTHpajyhe
orcepBabie. Kako, mak, y ommreMm ciiy4ajy HE IMOCTOjU TOCTYMaK KOjuM Ou ce
CHUMYATAHO H3Mepuiie HekomyTupajyhe orcepBabne (y cmuciny noOujama OMITPUX
BpPEHOCTU 00ejy orcepBaliu), TO HE MOCTOjU HU MEPEHEe OBOT TUMA KOjuM Ou ce
pa3IMKOBajia HEOPTOTOHAITHA CTamba.

(8) Heka cy 3a0ama HeopToroHanHa crama |(0> u | ;() , 1 HEKa je CTame | ;(> CBOJCTBEHO

cTame Heke orcepBabne B 3a cBojcTBeHY (jeIHOCTABHOCTH pajy, HEIETCHEPHUCAHY)
Bpernroct b. Tanma ce nojedunaunum mepemem orcepsabne B Ha cucremy y cramy

! TlonapspameM Mepema peanusyje ce 1e0 ancamona.
2 Tauxke (a) u (6) ce THUy 1 aHCamMbana.
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| @) Moxe noGuTH BpemHoct b ca BeposatHOhOM K 7| (p)‘z >0, ofakie 61 ce, y ToM

(mojeqMHAYHOM) Mepewy, Mozao u3eyhu nozpewian 3aKwyuak 1@ je Ipe Mepema
(TojenMHAYHI) CUCTEM OHO y CTamby | ;(> :

Oryna ce mopa u3Byhu cienehu 3aKibydaK: He nocmoju meperbe Ha nojeOUHayYHoOM
cucmemy Kojum ou ce, ca eeposamnohom 1, paznukoeana HeopmozoHaIHA cMarsd.

He Moxe ce mpeHariacuTH: OBJIE pa3MaTpaHU 3aJaTaK Pa3IMKOBama CTamka HE
Tpeba Opkaru ca 3amatkoM (Onesvak 3.9) paznukosara ancamoana.

3amaTak pa3MKOBama aHcaMmOaa je Apyraddju: UMaMo JBa 0080jeHd
ancamobna y ynanpeo nosnamum (MOXe 1 HEOPTOTOHATHUM) Crarbuma, Y IpOpadyHH
BepoBaTHOha Mepema HEeKe OrcepBadiie Cy pazIuuuTH 3a Te aHcamOne. Tama je
JIOBOJHHO M3BPIIUTH 0J1a0paHO MEpere Ha jeHOM aHcamOnny u ynopehuBamem ca
TEOPUJCKUM TMpeUKIIMjamMa 3a pa3inuuTe aHcamOiie yTBPAUTH O KOjeM aHcaMOITy je
ped.

Jeona uoeja 3a paznuxosarbe cmarba: 3a jeflaH TOJENMHAYHU CUCTEM Yy HU3Y
(amp., poToH) xonupamu crame GOTOHA MPOU3BOJbAH OPOj MyTa U TAKO HANPABUMU

ancam6r®. Tama je, 3a yHampen 3ajaTa CTama |qp> u | ;(}, Moryhe pa3inMKoBaTH

aHcaMOJie ¥ Tako YTBPJIUTH O KOJeM CTamy (Kaja je y NMuTamy Taj, ojeIuHauYHu (U
CBaKH JIPYTH y HU3Y) CUCTEM) j€ ped.

6.2 Ilojam knonuparea cmarva

VY knacuuHoj uaopmatuim kopuctu ce oneparja COPY (wmm FANOUT, kana
ce KopucTe foaatHu Outosu). lbome ce kormpa, Tj. «KIOHUpa», CTambe CUCTeMa KOjHM
ce o0Opalyjy unpopmanuje. CxemaTcku, cTame cucteMa A ce KIOHHpa y CKJIaly ca
MPECITNKABABEM:

(SA’OB)_)(SA’SB)’ (6.2)

rae je mHaekcoM B o3HaueH u3MyKy cucTeM Ha KOjer ce KOTMpa CTambe cucremMa A.
Hapasno, oBa onieparyja nojjpazymMmeBa ocTojarke MaIIHE 38 KJIOHUPAbE KOjOM Ce OBa
orepanyja 006aBsba, AU je CTambe Te MaIlIMHE 3aHeMapeHo y u3pasy (6.2).

[penuc y kBaHTHM (popMa3aM je HEOCpeIaH:

10),]0); =10),]0), - (6.3)

Axo je moryh mocrymak (6.3), moryhe je MpOW3BOJPHO IMOHABJBAKE HUCTOT
MOCTYIKA Ha MMPOU3BOJHLHOM OpOjy cHCTeMa:

% [locroju anTepHaTHBa npapsbemby ancamb6a (BuaeTh TeopeM 6.2).
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|¢>A|O>B |0>c _)|¢>A|¢>B |O>c _>|¢>A|(0>B |¢>C e (6.4).

OBo je jenna dopmanHa AeUHUIMja KBAHTHOT KIOHUpPAmka. YOUHTH Ia
KIoHUpame (0B AeuHICcaH0) HUje cToXacTuuku mpouec”, Beh ce Tpachopmaruje
crama (6.3) u (6.4) onBujajy ca eeposamuohom 1. Ilpu Tome, 1 MOYETHO, U KOHAYHO
CTame Cy jeIMHUYHE HOpME, oJlakiie (BuaeTu Jodamak 2.2 3a T0Ka3) 3aK/byqyjeMo Jia
oBe TpaHc(hopMaIrje 0JIr0OBapajy YHUMAPHUM OReEpayujama Ha IpoCcTopy CTamka.

Any ucriocTaBsba ce Ja TakaB MMOCTYIaK Huje Moryh!

6.3 No-cloning meopem

TEOPEM 6.1: KBantHo kjoHupame, onepanuja (6.3) (1j. (6.4)), mpou3BOJHHOT CTama
ce He MOKe 00aBUTH, Y IPUHIIUITY.

o JIOKA3: IlpernocraBumo cympotHo. Tama je moryhe, jemHOM MammHOM Koja
(hopMaHO OMEpHIIIE Kao YHUmMAPHU OTIEPATOP, KIOHUPATH JBa Pa3INUMTa, HEOPTOrOHAIHA

crama, |@) 1| 7), 3a xoja Baxu (p| y) = {f V (opMaTHOM 3amHCy, KTOHHPAEE OBUX

CTama rjiacu:

Ul0),10); =|0).l0)s
U12),10)s =12),] 2)s

Mehyrrm, cKanapHH POM3BOIM JICBHX U JIeCHHX cTpaHa y (6.5) Boje jeaHakocTw:

<(/)|Z>=<(P|Z>2 , OHAKJIC cCleau J1a ((p|}(>={o, Yy CYIPOTHOCTA Ca NOJa3HOM

(6.5)

1

HPETIIOCTaBKOM. W

W3 noxasza Teopema ce BHOM Ja Hema 3alpaHe KJIOHHMpama 3a MelycoOHo
OpPTOTOHAHA CTama (<¢| ;(> =0), ka0 HM 32 TPHBHUjAIHH CIy4a] |go>:| ;(> 3aro,
(M3HYKH, TEOPEM YCIIOCTaBIba HeMOZYRHOCH KIOHUDPAtba NPOU3B0.bHOZ CTAHHA CHCTEMA.
[IpemmzHuje pedeHo: HHCY 3a0pameHe KOHCTPYKIMje MallvHa Koje OM KIOHHpase
CTamba M3 HEKOT noceOHO2, YHamped 3adamoe cKyna CTama, Beh ce ycrnocraBiba
Henocmojarve yHugep3anHe, yHUmMapHe, MauiuHe 3a Kionuparse.

VY (opmanu3My: Mory HOCTOjaTH MOCEOHO KOHCTPYHCAHU (HE HY>KHO YHUTapHH)
onepatopu U 3a KIOHHpame yHampes oabpaHOT CKyNla CTama, ald He HOChOju
VHU8ep3sanHu onepamop (yHUBEp3aJIHa YHUTapHA ONepaluja, TpaHchopMmaliija cTama,
U ) kojom Gu ce KIOHHpaIo MPOM3BOJHHO, HETO3HATO CTARE 13 XHIOEpTOBOT IPOCTOpa
CTamba CUCTEMA.

4 CynpoTHO: MMaJi GMCMO MOCIA Ca CTOXACTHYKUM KIIOHUPAEM, Tj. KIOHHPaEe 61 OMIIO YCTIEIHO
ca HEKOM BepoBaTHOhOM — yropenutu ca Onespkom 7.3.

71



72

N ero jemHor mpobrnema: mpakTHuHO Hajuerrhe kopuinheHy oreparujy u3
kinacuune uapopmaruke, COPY, He MOKeMO MPUMEHUTH HA KBAHTHA CTarba.

6.4 No-cloning < nepaznuuusocm neopmozonannux cmarsa
TEOPEM 6.2: No-cloning TeopeM je €KBUBaJICHTaH CTaBy O HEPa3IMYHMBOCTH

HEOPTOTOHAIHUX CTamba.
o JOKA3: IlpernoctaBuMo /a2 MMaMO yHUBEp3aJHY MaIllMHY 3a KJIOHHpame. Taaa

MOEMO, y CKI1afy ca (6.4), 1a KITOHUpaMo MPOU3BOJbHA, HEOPTOTOHATIHA CTamba, (p) "
| ;() , Y CKJIaJIy ca petenTom:

o)== 1) o)l e)-.| ) =[o"). 69)

| )| ) ) ) 2 = 27) (6.7)

Tume cMo 106UIH criodicenu cucmem (a He aHCAMOI®) 07 N MOJCHCTEMA, y CTAEkHMAa
ne(UHUCAHUM JISCHUM CTpaHaMa u3pasa (6.6) u (6.7).
Capa, 300r:

<(o(n) l(")>

3a JIOBOJHHO BEMKO N (J0BOJHHO BENMKM OPoj® KIIOHMPAHHX CTamba, Tj., TIOJICHCTEMA),

. 2n
lim

nN—oo

=tim,.. figl 2" =0, 68)

CTama ‘(p(”)> u ‘ ;((”)> TIpeICTaBsbajy (MpUOJKHA) CBOJCTBEHA CTaba HEKE oricepBadie

cucrema o1 N nozcucrema. OTyza ce MEpeeM OBE OricepBadiie Ha CIIOKEHOM CUCTEMY, Y
(n)

10} "

‘ Z(n)> , @ OTyJla ¥ HCOPTOTOHAJTHA CTaha |(p> u | ;() 0]l KOJUX j€ KJIIOHHpame MOYerno.

MIPUHIMITY, MOTY (ca 3aHeMapJbUBOM TPEIIKOM) Pa3IMKOBAaTH OBa CTama,

OBuME CMO JTOKa3aJIi UMILTUKAITH]Y:

MmoyhHocm KioHuparsa = Mo2yhHOCI paziukoearsa Heopmo2oHanHux cmarea . (6.9)
OOpHyTO, aKo je Moryhe pa3iIMKoBaTH HEOPTOrOHAJIHA CTamwa, Taja je Moryhe,
ca HH(MOPMALIIOM O CTamy, Jajbe 3a/1aTh Mpenapalyjy MPOM3BOJBHOT CKYyIIa HOJICHCTEMA
y TO CTame, IITO je, ePeKTUBHO, KiIoHupame. OBo mwiyctpyje Ciuka 6.11.
Tume je noxa3aHa UMIUTUKAIH]a:

Mozyhnocm paznuxosarsa Heopmo2onaiHux cmarsa = moyhinocm knonuparsa. (6.10)
VYkynHo, (6.9) u (6.10) ycnocraBsbajy eKBUBAJIECHIIN]Y:

Mozyhnocm paznuxosarsa HeopmozonanHux cmarea < mozyhnocm knonuparsa (6.11)

® Hapagno, ancam6i (oBzie o N enemenata) Ou GHO OMMCAH CTAambEM |(0> , TJ. | ;(> , KaKo je To u

ormucano y Onessky 6.1.
® Koju jonr He Mopa 6UTH JI0BOJHO BEJIMKH Jia O1 00e30€110 aHCcaMOJ1 y CMHCITY IPETXOHE (yCHOTE.
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a IITO je JIOTHYKH €KBUBAJICHTHO MCKa3y TEOpeMa. |

MALLMHA 3A
0 PASMNKOBAHSE 0
CTAA MPEMAPATOP
CTAHA

(0><—)0,1/U11/1 |;(><—>1;013;(e

je omaOpano npBo. [lomohy MaimHe 3a pasiuKoBame cTama ce YTrBphyje o kojem
cTamy je peu, u KiacuuHa uHpopmarmja (wmm 0, wm 1) ce npocnelyyje npenapartopy.
To ject, Ha ocHOBHU OBe HH(OpMaLHje ce casia, HOBU, CBEXHU CKYI cHcTeMa (KyOUToBa
— Onembak 8.2) y Ipon3BOJbHUM CTambuMa, penapupa (B. Onespak 4.2) y cTame Koje je
yTBpAKO TpBH anapar. EdekrtuBHO, 00jemHmeHO, ,IIPBU amapar + mpernaparop’
TIPE/ICTABIbajy MAIIMHY 33 KIIOHUPAHE.

Cu. 6.1 Yna3 je jenHo ol Ba HEOPTOTOHAITHA CTakba,

Paznuxosame HeOpmMO2OHANTHUX CMAbd —> KOMYHUUUDAIE 6]).7{(‘8 00 ceemaocmu!

Hexa Amica 1 506’ iee map cucreMa y CIIETeHOM CTamby:
|[#©) = 5 10)111), — [1)110),). (6.11a)
Axo Amica mepu cBoj (mom)cucreM y Gasucy® {|0>1 ,|1>1} , Tana u bo6,

AyTOMATCKH, ¥ UCMO8peMeHO, T0OHja CBOj CUCTEM Y UCTOM Oasucy (B. m3pas (5.20)), 1 To
CBaKo crame m3 Oasmca ca BepoBatHohom 1/2. MehytuM, komynuxayuja noopazymesa
KOHTpOJTMCAHH (HECTOXAaCTUYKM) M3NIa3 Of cTpaHe momubaona (Ammce). Tako, y oBOj
BapUjaHTH HeMa KoMyHHKanuje’. Mehytum, ako 506 Moske 1a pa3iKyje HEOpTOroHaIHa
CTama, KOMYHHKaIHja OpiKe 0]] CBETIIOCTH je Moryha.

" Yobuuajena MeHa mapa y KOMyHHKAIMjH

8 «Meperve y 6asucy» je ppaza Koja 03HaUaBa J1a CE MEPH ONICEPBAOIIA YHjH j€ jeIaH CBOjCTBEHH 6a3nC
6amr Taj, omabpanu, 6aswuc.

% Anmca He MOYe Jla KOHTPOJIHILE U3J1a3 (OBJIE: PE3YNITAT CBOT MEPEa) ca BepoBaTHohoMm 1.
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Hauwme, crame |‘P(‘)) ce MOXKe Tpernucatd y obmuk (mTo je Hemoryhe 3a
KJIACUYHE CHCTEME, Tj., KITACHYHA CTarha):

[PO) = Z(H1=)2 = =) l+)), 6.116)
rae |£) = %ﬂ 0)+(1)). Cana, Amuca MOXe Jia HOIIAJbE TOPYKY CauM-eHY 01 GuToBa 0

u 1, Tako 1a oBe GHTOBE KOMMpAa MepemHMa Ha ciedehn HAauMH: ako Mepu y 6asucy
{|0>1 ,|1>1}, Taja je mocnana 6ut 0, a aKko BPIIM Mepeme Y 62131/10y{|+>l '|_>1} , Taza je
nocnasia out 1. HapasHo, ako je Anmuca nociaiia OuT 1, Taja je KoHauHO cTame boGoBor
cucTeMa jeHo U3 6asuca {| +),.]-) 2} . IoenTa je y cnenehem: kama 61 o6 610 y cramy

Ja pa3IuKyje CTama U3 CKyla HEOPTOrOHATHHX CTama {|+>2 J=),.]0), ,|1>2}, 1j., 1a

pasnmuKyje AIMCHHA Mepera, Tajia 61 OH jeIHO3HAYHO NPUMKO OuT Anvcune opyke'’. A
nopyka oji AJiuce je cTuriia mpenymuo (300r KBaHTHE HEIOKATHOCTH): YMM CE€ 3aBPIIH
AJIMCHHO Meperbe, CTambe BEHOI CHCTEMA j€ UCMO8PeMeHO YCTIOCTABIbEHO Kajla U CTAhe
BoboBor crucrema — nakie, Opace 00 OUO KaKeoz pusuukoz 0ejcmea - UijuM MEpPEHEM
(HaKHATHUM YTBphUBameM CTama cBOT cicTeMa) o6 yTephyje koju 6uT je mo6mo™.

HapaeHo, 3602 Hemo2yhHocmu pa3siukosaH-a HEOPMO20HaJTHUX CMakH-a,
HU KOMYHUKayuja 6p>xe o0 ceemnocmu Huje mozyha.

6.5 Basicnia nanomena

Jaknie, 3a moceOHE CKYyNOBE YHAmpen 3aJaThX CTama, y TPUHIMITY, HHjS
3a0pareHO KIIOHMPAhE CTama. Taa je, ako je KIIOHUpame Moryhe, Moryhe pa3iKoBaTy u
HEOpTOrOHAIHA cTama (Omto kopuctehu (6.6) u (6.7), 6mito kopuctehu jeaHy o1 OBUX
penaiyja Kaja je ped o ancamomy). MelyTum, KIoHHpame oceOHO 0/1a0bpaHuX CTama
je u3yserak. Y onwmem ciyuajy oo Huje Moryhe 06aBuTH, ¥ TO je 3Ha4YeHe NO-cloning
Teopema.

VY nokazy Teopema 6.2 je MPETIOCTaBJbEHO Jla CTakba HUCY M3 HEKOT YHaIpe.
no3Hartor ckyrna. CBe u J1a jecy, a He TIOCTOj! MallliHa 32 KIOHUPAmE 3a Taj CHelujaiaH
CKYII CTama, Pe3yJITaT TEOpeMa CTOJU Kao U 3a HEMO3HAaTa CTamba.

3aarak pa3MKOBamka CTamba Ce THYE NOjeOUHAUHO2 cucmema (HIIp., T0jeIMHAYHOT
(oTOHa WM TOjeJMHAYHOT cKyna (oToHa). 3aT0 Basba jJOLI jeJHOM HArJIACUTU: nojam
eeposamnohe uma cmucna camo na ancamony. OTyna, Kajaa KakeMo «0a nojeOUHa4HUM

Mepervem oncepsadne B nocmoju eeposammnoha p, da ce dobuje epeonocm b, », To

10 Ha npumep: 506 je yTBpAMO 12 je BEroB CUCTEM Y CTakby |0> , » 112 TaJ1a 3Ha Jia je Asica Mepuia y

6azucy {| O>l ,|1>1} , OJIaKJIe 3aKJbydyje Ja je Anmca mocnana o6uTt 0.

11 Bpeme notpe6Ho Boby 3a Mepeme ce He ypauyHaBa y BpeMe TIOTPEOHO 3a pasmery GUToBa — Koja
ce ogurpaia TpeHyTHO (ycIocTaBibame cTama (5.20) je mcToBpeMeHo 3a 00a MmoacucTema).
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3HAYU «J1a CE Yy HEKOM NOjeOUHAUHOM Mepery Modice nojagumu epeoHocm b, », am
8eposamuoha nojasbusarba 0802 pe3yimama ce Mopa npo8epumu Ha aHcamony.

3AJALIN
6.1 [loxazatu Teopem 6.1 kana ce ypauyHa U CTarb€ MaIlIMHE 32 KIIOHUPAHE.

6.2 Jla mu je 3a0pameHO CTOXAaCTWYKO KIOHUPAHkE, Tj., YCICIIHOCT KIOHUpama ca
BepoBaTHOhOM MawoM 011 1?

6.3 Jla 11 je 3a0pambeHOo MPUOIMKHO KIOHUPAE, Tj., T00Hjambe CTamka KOje HHje TaUHO
(Beh camo MpHUOJIMKHO) jeTHAKO TIOYETHOM?

6.4 [la 11 mojam BepoBaTHOhe MMa CMUCIIa Ha TIOjeIMHAYHUM €JIEMEHTHMA aHcamoya —
Ha ,,JTI0jeTMHAYHUM CUCTeMHUMa*?

Pememwe: CynTuimHo nutamke! Mok/1a iMa CMHECIIA ca YUCTO MaTEMAaTHIKOT CTAHOBHIITA. DU3NYKY, UIAK,
YMHU Ce Jia HUje jJaCHO KaKo OM ce BepoBaTHOha ocTBapumiia Oe3 Heke BpcTe aHcamoOa.
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VIl YOIIIITEHA KBAHTHA MEPEIbA. IEJIUMAYHA PA3JIMUUBOCT
HEOPTOI'OHAJIHUX CTAIBA

VY Tornaesey 1l mobwmm cMmo u3pase 3a crama aHcaMOIIa MOCie MPEAUKTUBHOT
Mepema. To je mocnenuia eduHUIje IpeIMKTHBHOT Mepema (ed. 3.1).

Melytum, MOCTOjU U OMINTH)U MIPUCTYII MPOIIECY MEPEHa KOjU Ce 3aCHUBA Ha
U3pasuMa 3a KOHA4HA CMarea nocie mepervbd, Koja ce 3aoajy yHanpeo, NaKie Kao
guHUOLM Odehunuyuje Mepema. OBo omoryhyje yormmrema 0] HeMaie KOPUCTH Y
KBAHTHO] MEXaHUIIM U UHPOPMATHUIIH.

7.1 Opmoczonanna (npojekmuena) mepersa

JIE®. 7.1: Tox oproronanamnm (hor HojmanoBuM) MepemeM orncepsabie A unja je
criektpamHa popma A= Zan P, moapasymeBa ce MOCTYNAK KOjH BOIM KOHAYHOM
n

cTamy aHcambOr1a (y TOUYETHOM CTamky O ) 3a7aToM cieaehum n3paszuma:

— I
p— [tr ( P, /3)] P.pP, (cerexmusno meperse) (7.0)
p—>Y_P,pP, (uecerexmusro meperse), .2)

y3 BaXemwe ycioBa optoroHainoctu P P, =0, P, 1 noTmyHOCTH cKyrna npojekTopa,

dYPB=I. (7.3)

HapagHo, oBa BpcTa Mepema cy Beh u3ydeHa — TO Cy NMpeAMKTHBHA MEperbha
[Tornasswa 11, Mok ce oBUM npuCTyrioM (IeUHHUIIUJOM) CMABbA HALAACAK HA OOJUK
npomene cmarba keanmuoe cucmema. OuurieHo je aa cy nmpomene (7.1) u (7.2) cacBum
CHelHjaTHE.

7.2 Yonuumena meperva

JE®. 7.2: [lox yoruTeHUM Meper-eM (UITH, TOHEKa I, CaMo ,,MepemheM ‘) ce oIpa3yMeBa
oobujarve oopehenux knacuuHux ungopmayuja o cucmemy. Heka cy te undopmanuje
MHAEKcUpaHe uHjaekcoM M. Taga ce mox MepewmeM MoJpa3yMeBa CKYIl ONeparopa,

{Mm} , Ca UCTUM HMHJEKCUMa Kao M HH(popMalyje, KOju 3a CBAKO MOYETHO CTame

ancamOna (cucrema), ‘P), jemHo3HauHO ojnpehyje BepoBaTHOhy pe3ynTaTa Mepema

(cenekTUBHA BapHjaHTa) MHIEKCa M !
P =(¥|M,"M_|¥), (7.4)

pu quyje KOHAYHO CTamhe aHcaMOI1a 3a1aTO U3pa3oM:



1

———— M, |¥), (7.5)
M)

aJT TaKo J[a ONepaTopy MEPEHa 33JJ0BOJhaBA]y jeTHAKOCT:

DM, M, =1, (7.6)

<)

Wzpazu (7.4)-(7.6) cy yommurewe uzpaza (7.1)-(7.3). Yommreme mma 1Ba
acniekta. [IpBo, kimacnuHe WH(QoOpMaIje ce HEe MOpajy THIATH BPEAHOCTH HEKe
oricepaliie, Beh Mory OMTH OMIITHje — KaKO je TO YIJIABHOM CIIy4aj Yy KJIACHYHO]
uHpopmatuiy (y KOjoj c€ peTKo Kaaa MHpOpMaluje u3paxapajy BpeIHOCTHMA
¢usnukux BenmuuHa). pyro, m3pasu (7.4)-(7.6) ce ceoae na uspasze (7.1)-(7.3) ako
Ba)XM OPTOTOHATHOCT ¥ EpPMUTHYHOCT OTIEPaTOpa Mepema,

M =M M M =5 M .
7.3 POVM meperme

3a Heke nHpOpMATHUIKE CBPXE JIOBOJHHO je caMo denumuyHo (Tj., ca JOBOJHHO
BHCOKOM BEpPOBaTHONOM TaYHOCTH) nO3HAGAIbe cmarba nojedunaunux cucmema. Opa
MmoryhHocT Huje 3a0pameHa No-cloning TeopemoM ma je, y CKiIaay ca THM, U pa3BHjeHA
noceOHa BpcTa, T3B., Positive Operator Valued Measure (POVM) kBaHTHHX Meperba.

OBa Mepema Mpe/ICcTaBIbajy PUMEp YOIIIITEHUX MEPEerha y3 jeHY OJIaKIINILY:
He mopajy bumu nosHama KoHauna cmarea cucmema. llltaBunie, Meperma HE MOPajy
OWUTH IMOHOBJBMBA — IIITO j€ CITy4aj Ca PETPOCIICKTUBHUM MEpPEhMMa Koja, Ha OBaj HAUWH,
ynaze ¥ 'y popMaiii3aM, Hako camo MOCPETHO.

JE®. 7.3: Ilon POVM MepemeM ce moipazyMeBa YonuimeHo meperse 3a Koje HUCY
Ba)XKHA KOHAYHA CTama CHUCTEMA, a KOje je JEe(UHHCAHO CKYIIOM OIlepaTopa Mepema,

{Em}, IpM YeMy je CBaKM OIEpaTop M3 CKyma nosumuean oneparop'. Tama cy

BepOBaTHOhe MCPCHa 3a/1aTC U3Pa30M:

pn =(¥|E,|¥) (7.7)

3a MPOU3BOJHHO TIOYETHO CTAE CHCTEMA, Y3 YCIOB KOMIUIETHOCTH:

> E,=1. (7.8)
VYnopehyjyhu ca JIED. 7.2, namehy ce jeaHakocTu: Em = |\7Im+|\7|m , TO jecT?

M, =+E,

! Tlosutnsan onepatop (Koju je epPMUTCKH) ce JeGUHHUIIE H3PA3OM: <l//| E|ly> >0, V|l//> .

2 3a cBaKM TIO3UTHBHH ONIEPATOP CE MOKE NE(YUHICATH OIEPaIja KOPEHOBAbA.
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[MPUMEP: ¥V natom ckymy cuctema (Miau aHcaMOIy) c€ CBaKd TOjeIUHAYHH CHCTEM

¥,)=[0).n] ¥,)=7(10)+ 1)

. JlJoruka koncmpyxyuje onepamopa meperba 3a NETAMHYIHO Pa3IMKOBAE OBUX CTamba
Ha CBaKOM TIOjeTMHAYHOM EJIEMEHTY CKYTIa je clie/ieha: HeKa ce je/iaH orepaTop Mepema
tiae gorahaja (kmacuuHe WHQOpMAIHje) KOju je paziuuue (OPTOTOHATAH) O CTamba

MOe HahH y jeTHOM OJ1 IBa HEOPTOTOHAJIHA CTakha,

| ‘I’1> , @ IPYTY Pa3]IM4MB OJI CTarbha |‘P2> . Taga, ako mobujemo npBu Jorahaj, 03HAYNMO

omneparop ca E,, 3HaMO 1a je cucrem y cramy |‘P2>, u oOpaTHo, jorahaj (pe3yirar

Mepera) OIUCAH ONepaTopoM E, roBopu 0 TOME J1a je CUCTEM Yy CTamy |‘I’1> . YBEeIMMo

CTama y cKiazly ca oBoM naejom, |®; ) =[1) n |®,) = % (/0)=]1)). Axo 61 onepatopu

Owm  JgepUHHCAaHU — Kao E1:|<DZ><(I)2|,I§2:|(I)1><®1 , Taga OM  BaKHUIO

HE1+ E2H>HI H=1, na He Baxu ycioB (7.8); eKBUBAJIEHTHO, 3a OBe JAehHUHHUII]E

omeparopa Mepema BaXKH Ja BepoBarHohe (3a OWMJIO KOje CTame) 3a/I0BOJhaBAJy
p, + P, >1! 3aro ce, Hp., Mory neduHKUCATH ONIEPaTOPH Mepera ciienehuM uzpasuma:

- 2
El—m|q’1><®1|’

= V2

E,=——F—D,)(D,|, 7.9
274 /—2| 2 (@, | (7.9)

E -T-E-E,.

YouuTH: nocrojame Tpeher oneparopa je Hy»HO — TO je mocieauia No-cloning
Teopema — U popmanHo cienu u3 yenosa (7.8). HapaBHO, ako ce mepemeM 1obuje

pe3yaTaT onucaH oneparopoM E,, nuwima nuje oonyueno, u ne nocmoju mpascena
ungopmayuja o cramy cucrema. BepoBatHoha TakBor norahaja je gata u3pazom

(0, |E;|@;),i=12.
7.4 Ceooueocm yonuimenux meperba Ha OpmoOHATIHA MePerba

OptoroHaiHa Mepema (PojeKTHBHA Mepeka, Mepera npee Bpcre, [ed. 3.1) ce
yoOHUajeHO OIHUCYjy y CKJIady ca IMPETIOCTaBKOM Jia C€ CIIOKEHU CUCTEM ,,00jeKT
Mepema + MepHH anapar (O + A)*“ moorce onucamu LLIpeounzeposom jeonauunom. Tana
nebuHuIMja ,.yormuTeHor Mepema* (Hed. 7.2) cneam kao mocnenuna dopmaamzmMa
OPTOTOHAJHUX MEpPEHa, a HE Kao He3aBUCaH Mpoliec Mepema. [Tokaxumo oBo.
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Heka je y ckimany ca Jled. 7.2 3amato meperbe onepatopuma M, U 03HAYHMO
MPOCTOp CTama 00jeKkTa Mepema ca Hy . [Ipuapyxumo ,,anapat’ aeduHican mpocTopom
crama H , . DopmainHo, 3anuImmmMo oBoO — a 'y ckiazy ca Jed. 7.2 - uzpasom:

U|W>O|O>A:%(Mm|‘/’>o)|m>A' (7.10)

e ce ca 11.c. (7.10) mojaBibyje HEKM OPTOHOPMHUPAHU OA3KC Y IPOCTOPY CTarba arapara,
Im) , - Cana ce moxe mucatu:

o(¥[,(010 "Ul0),[0), = > (m[m)y[M uM @) =3 S (3 [M “uM [ 0) =
o mm mm (7.11)
<V/|§M ‘nMolo) = (v]e).

Yak ako je m300p crama 00jeKTa,

¢)o» W OTPAHMYEH Ha HEKH TIOIPOCTOP

npocropa crama Hg, u3pas (7.11) 3ampaBo roBopu o ynumaprocmu ormeparopa U .

Jlaxie, Makap y IpHHIHMITY, Moryhe je yrumaprom onepanujom U 00e30€IUTH BaKEE
u3paza (7.10). Otyza je onpasiaHa rope IOMEHyTa MPETHocTaBKa Aa ce cucreM O + A
MoOske cmarparu o0jekToM lIpearHrepoBe eBOMyIHje Y BpEMEHY.

Cana, Ha ocHoBu (7.10) ;mako ce yodaBa: MpojeKMueHUM MEPEHEM HEKe
oncepeabie anapama IHjH je jefaH CBOjCTBeHH Gasuc Oarm 6asuc |m) A canc. (7.10),y

ckmany ca (7.1), crame objexTa mocie Meperma Kao ¥ BepoBaTHOha to0ujama pe3ynrara
onpeheHor nHaeKkcoM m ¢y uctu kao u 'y Jled. 7.2.

OU3NIKH: ,,[IPOITHpPEHEeM . PU3UIKOT crcTemMa (OBIe: 00jekTa Meperma, O ) Ha
nemuny (O + A) 3a Kojy ce Moke 3amatu lllpenuHrepoBa yHuUTapHa €BOJIyIHjA Y
BpeMeHy, Moryhe je cBa KBaHTHA MEpPEHa CBECTH Ha TIPOJEKTUBHO MEPEHE.

JIMTEPATYPA U JAJbE UNTAIBE:
- YV Be3u ca TeopujoM Mepema Kopuctutu yeuh 2004, Xepoym 1984,
d Espagnat 1971.
-V Be3u ca POVM mepewmuma kopuctutu Peres 1993.

3AJALIN
7.1 3a mpou3BOJBHO MOYETHO CTame aHcambna, p = ZWiFE , MCTIMCaTH OIIITE M3pase 3a
i

KOHAYHO CTame Yy MPOJEKTUBHOM Mepery MPOU3BOJBbHE oricepBadne A= Zaan .
n

7.2 Hahu koHa4HO cTamse ancaMOJ1a Ha KOjeM je 00aBJbeH clieziehy TIOCTYIAK: 32 CBAKU €JIEMEHT
aHcamO1a ce GUpa jesiaH o] J1Ba TIOCTYIIKA, MEperse oriceppate A ca BepoaTHONOM P , HITH

Mepene H-0j HeKoMIaTHOMHe orcepadne B ca BepoparHohiom 1- p.
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Pemewe: npema ormmutnM mpaBmwmMa Opnesbka 3.6, m0OWjeHH MellaHW aHcaMONI je MeIlaBWHA JBa
nofaHcaMO/1a, Koji OAroBapajy, HIIp., HECEICKTHBHUM NPEMKTHBHIM MepemuMa orcepsadne A, ca
jenmHe, u oricepBadie B,ca apyre crpase. O3HauMMO ofroBapajyhe CTaTHCTHUKE Orepatope ca P U
DB > PEIOM, U HBHXOBE CTATUCTUYKE TEXUHE Y YKYITHOM aHCaMOITy — CXOJIHO MOCTABILM 33/1aTKa, ca P |

1-p, penom. Taxo je crame ykymHor ancambma: P = PPa +(1— P)Pg . Axo je HOUeTHO CTame

aHcamOI1a (TIpe Mepesa) 6o & , Tana u3pasu Ozesbka 3.8 HerocpeHo 1ajy u3pasze: Op = z pn 6|5n u
n

Pp = Zﬁiéﬁi P CY CBOjCTBEHH ITIPOjEKTOPHU OICEepBade A, nox cy ﬁi CBOjCTBEHH TIPOjEKTOPU
i

oncepsaGie B . Tako ykyITHO CTarbe KOHAYHOT aHCAMGIIa 32 Pa3MaTpaHy CHTYALH]y HMa OO/IHK:

p= pz pnépn + (1_ p)ZHiﬁfIi . (72)

7.3 lokazatu HEl + EZH > Hﬂ‘ =1 3a npumep (7.9).

Perere: 0e3 KOHCTAaHTH KOje HOPMHPA]y orieparope,

E; + Ep =[1(1] +(0)(0]-+|0){0| ~|0)t|~|1){0[)/ 2= 1){a] + (F ~ | 0){1| - 1)(o])'2.

Oryma (y|(2)(1]+ (1 -|0)1| - [1)(0])/ 2)/ 2y) = (1| +1/ 2—Rel(0]y)(w|1)). Kaxo ropua

BEKTOpa ToJpa3yMeBa CYNpPEMyM, OBJIE j€ JOBOJHHO IPOLEHUTH JO0O0HMjeHH HM3pa3 3a |t//> = |0> Tana

JoOHjeHu 13pa3 Jaje BpeaHoct 3/2.

7.4 3a mpumep (7.9) m3pauyHaTH BepoBaTHONY HEOTyIHBOT MEpema — Tj., forahaja Koju
HE J1aje jeTHO3Ha4YaH OJI'OBOP Ha ITUTAE CTaba Y KOjeM Ce MOjeTMHAYHN CHCTEM HaJIa3H.
VYIIyTCTBO: aKo je MOYETHO CTarbhe |l//1> , Taja je BepoBarHoha <l// |(f - El - EZ ) l//> <1, u ananoruo 3a

JPYTO CTambe.

7.5 Usrpagutu POVM oreparope 3a pasimkoBame crama |0) 1>2 u benmoBor crama

|
1
|‘P(+) >12 3a rap 4ecTHIla YhjH je, CBaKe YECTHIIE, IPOCTOP CTamba JBOMMEH3HOHANIAH.

YIIyTCTBO: Kao U y O1esbKy 7.3, y3 jemaxoct: 1, = |OO>12<OO| + |Ol>12<01| + |10>12<10| + |11>12<11| ,

rae |ij>12 E|i>1| J>2
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VIl KNTACHUYHA vs. KBAHTHA TH®OPMALINJA

Knacuuny nHbopMaIujy KapakTepHIle paziuyugocn uHgpopmayuja 3acCHOBaHa
Ha K1acuuHoj peanHocmy GU3WIKAX CTamba (M BPETHOCTH Bapyjabiv) cucTeMa Ha KOjeM
Ce TpoIIecCHpame 00aBIba.

MehyTtum, KiacuuHe crucTeMe KapaKTepullle ¥ HETOCTOjalkhe HEOPTOTOHATHIX
crama. Otyna u

[MNTABE: lra ce, ako wuiTa, MOXKe JTOOWUTH aKo, Kao uHGpopmamuuku pecypc,
KOPHUCTUMO KBAHTHA CTarba, YMECTO KITACUYHUX?

OJI'OBOP: Y oBOM TpeHYyTKY HH]j€ O3HAT NOTIIYH U KOHA4YaH OJIrOBOP.

NJAEJA: Vcnutatu kBaHTHU (GoOpMaIn3aM y CMHUCIY Pa3IUuUTHX MHMOPMaTHUKHX
3a/1aTaka ca HA21ackom Ha Kopuuiherse cneyuguunocmu KeaHmHUX cucmema,
KOHKPETHO, KOpHUIIThee:

(A) KBanTae HeonpeheHocTH,

(b) ¥V cnoxenum crucremuma KopHihemhe KBaHTHE HeCenapaOuiIHOCTH (CIJIETEHOCTH,
Tj., KBAaHTHUX KOpENaIuja), Tj., HEIOKATHOCTH (TPEHYTHOT peHpama CTamba
MOJICUCTEMA TIOCIIC MEPEHHA),

(B) V3 yBaxkaBame YHMHICHHUIIE Jla CE KBAHTHO CTale HE MOXKe KIOHUpatH (Tj.,
M3MEPHTH) ca BepoBaTHOhOM 1.

8.1 Keanmmnu napanenuzam

OBuM youaBamMMa OM Tpedao MpUAPYXKUTH join jenHo. Hamme, ananozon

Knacuunoz ouma Ccy OasucHU CJIIEMCHTU, 0> u |1> , HEKOI' IBOJUMCH3MOHAJIHOI

MPOCTOpa CTama. AJIM jeTHO CTake KBAHTHOT CUCTEMA j& CYIEpIIO3HUITrja:
|W)=al|0)+b|1). (8.1)
KJ'IaCI/I‘IHO, CBaKo IIpolieCHpame Ha CKyITy o N ourtoBa O,I[BI/Ija CC CYKUECUBHO.

V(01010010010) =Vx, =y,

V(10010101010) =Vx, =Y, (8.2)

V (10101010101) =Vx,, = y,,

MehyTuM, KBaHTHA MEXaHUKa TO3HAje JIMHEapHEe orepaTope (HIp. YHUTApHE
orepaTope) Koju 33/10B0JbaBajy — 1o ananoruju ca (8.1) u (8.2):

\7|‘P>z\7iZCi|xi>:iZCi\7|xi>=iZCi|yi>, (8.3)
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TO JECT CUMYIMAHO NPOUECUPAIbE OYHC COUX ONEPAUUOHUX TuHUja u3 (8.2). [Ipyrum
peurMa, oHo 1ITo je paheHo y N kopaka y (8.2), y kBanTHOM, (8.3), ce ypamau y jeonom
Kopaky, ,napanenno®. OBa 0coOCHOCT KBaHTHOT (hopMalli3Ma ce Ha3UBa:

(') KBantHu napanenuzam.

Hakne, 3axBaspyjyhu (I'), mocroju, Makap y NpHHITAITY, Mo2yhinocm ckpahera
U3BECHUX UHMOPMAMUYKUX NOCMYNAKA, WIMO je jeOHa 00 CPeOUbUX mema maKo36ane
meopuje KOMIIEKCHOCIU ) Meopuju PauyHarbd.

KBantHa undopmanuja vs | Knacnuna uaopmanmja
Keanmnu ungpopmamuuxu numum [Tocrojame jenHO3HAUHUX
(penamyje HeonpeheHocty, 1j., BPEIIHOCTH C8UX 8apujadau N
HEKOMITaTHOMITHOCT, KBaHTHA cmarba CUCTEMa y CBakKOM
HeojpeheHocr) TPEHYTKY.

V|y),3B:AB=0 VvB,3b, vt

Hepaznuuueocm neopmozonannux cmarsa, HepaszmmanBoCT KIIaCHUHHX CTambha
mj., no-cloning meopem (cyneprnusunmja (Wi BpeTHOCTH Bapujadin) je
(KBaHTHH TIapaJiesiu3am), MOCIEANLIA MempoaouiKe TPEIKE.
HEKOMIATUOWITHOCT, Tj., penalje HynTa MeTpoJtonika rpemika Boau
HeoipeheHOCTH) MelyycoOHO] paznuuusocmu ceux

Mmoeyhux crama (1 CBUX
BPETHOCTU CBHX BapHjalin)

cucrema.
ai HepasIuueocn b] ,|:A, B:' + 0 ai ¢ pasauyusom bJ
Keanmna cnnemenocm — yninemenocm Caa crama (Ma Kako CJI0KEHOT)
(entanglement) KJIACHYHOT CUCTEMA CY

cenapabunHa — CBaKy MOJCUCTEM,
y CBaKOM TPEHYTKY, UMd
oopeheno cmarve.

|‘P>=ZQ [1),]1), #[#).]°), (), (),

Keanmna nenokannocm, m.j. Kéanmuu Oneparyja Ha jeTHOM
xonu3am (KBaHTHA CIUIETEHOCT - He 6aJiCU TI0JICUCTEMY HE MOpa JIa yTHY€ Ha
Benosa nejeonaxocm) IPOCTOPHO y/laJbeHe MOJICHCTEME

UCTOT CJIOXKEHOT CUCTEMA. Yeek
k>1 | k>2 saoicu benoea nejeonakocm.

H H merenje u trenutku t
W) =2 C i), [i), —== >
- 117°/2
i
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HATIOMEHA: V mnopehemy ca K1acHIHOM, KBaHTHY HH(OPMAIH]y OIUTUKY)jC YUTAB HI3 OZPAHUYECHA
(rkearmmu ungpopmamuuru TumMum, HeMo2yRHOCM KIOHUPARa CMarba, HeNOCMOojarbe CImalba NOOCUCTeMd
cnooiceroe cucmema). OTyma OU ce MOIJIO YYIMHHTH Jia j€ OBO HEYJI00aH TepeH 3a 0aBJHCHE MH(OPMATHKOM.
Melhjytum, 3adamak ungopmamuxe je oapamarve ungopmauujama, a He cama wHopMmarwja. A
KBaHTHH MPOcTOp — XWII0EPTOB MPOCTOp — je MHOro Ooratuju on kinacuyaHor (B. Tadky (I') u JIED. 8.1).

8.2 Ilojam keanmmnoz 6uma (kyouma)

[To ananoruju ca KIacHIHOM HH(OPMATUKOM YBOJIH CE TI0jaM K8AHMHOZ Ouma,
Kyouma (qubit). OBaj moaen ¢usuuxu je komenrapucat y Jodamky 8.1, a hopmaiHa
JMCKYCHja OBOT mojMa je nata y Onessky 10.5.

JE®. 8.1: Tlong kybumom ce monpazymeBa OWI0 KOju (Makap €(QEKTHBHH) JIBO-
JMMEH3UOHAITHN TIPOCTOP CTama KBAHTHOT CHUCTeMa. JemaaH MPOW3BOJHHH, YHAIIPE

onabpanu u puxcupann OHB, o3HaveH ca |0> u |1> , KOjJY je aHAJIOTOH KJTACHYHUX OWUTOBA,

Ha3WBa Ce OA3UCOM U3PAUYHACATLA.

3a ckyn Qu3nukux KyouTtoBa ce He y3uma llaynujeB nmpuHmmn y oosup, Tj.,
KyOUTOBH Y CKyIly ¢y Mel)ycOOHO pa3nnuuBH (JMHAMHUUKU OBOjeHHU — B. Onesbak 2.9).

BaxxHO je cXBaTHTH 1a ce, MO aHAIo2UWju €A KIACUYHOM UHMOPMAMUKOM,
MoJIpa3yMeBa Jia ce CBe onepanuje (MHGOPMATHIKO MPOIECHpamke) 00aBiba Ha, U muue
ce nojeounaunoz Kyouma (Tj., nojeOuHauHOZ cucmema KyOWTOBa), a Jla ce nojam
eeposamnohe muue ancaméona. IIpu Tome, ako IMaMo CKyIl KyOUTOBa, CBU KyOUTOBU
cy melycoono paznuyueu (He y3uMajy ce M3MEHCKH e(eKTH y 003up), a Taj CKyI
KyOUTOBA YUHU cucHiem; 32 TIOBOJHHO BEJMKH Opoj KyOMTOBa, C 0O3UPOM Jla OHU HE
WHTEparyjy, Taj cucteM ce monekaa moxke (Bumetn Opesbak 2.10 m Onempak 9.3.2)
TPETHpaTH U Kao aHcamOi1 — TO 3aBHCH OJ1 KOHKPETHOT 3a/1atka. Tako, kaja ce roBopu
y TepMHHHMA BepoBaTHONE 0, HITP., KBAHTHOM pauyHapy, 3aMHIILJba Ce J]a ce MMa ocia
ca aHcaMOJI0M MJICHTUYHUX KBAaHTHUX payyHapa.

MehynenoBame KyOuTOBa Yy CKYITy (KaJia Ce Taj CKyN He MOodice TPETUPATH Kao
ancamOu1) ce Hajuenthe cno.ba uzazuea u KonHmpouuie (HIp., CIIOJBAIIBUM MTOJBEM),
YHMeE Ce OCTBAPY]y >KeJbeHe (TI0 MPaBUIy, yHUTAPHE) Onepayuje Ha cucmemy Kyoumoea —
sunet Onespak 10.11.

Otyna xBaHTHa MH(pOpPMATUKa IOHOCHU HM3a30B 32 ()yHOamMeHmanHy KBAaHTHY
MEXaHMKY: MOpa ce MOApOOHO M3YYMTH Ca/ip’Kaj KBAaHTHOT (popmani3ma Ha HUBOY
TMOjeTMHAYHUX CUCTEMA, IITO MPECTaBIba 3a0amax KOHmMpoie nojeOUHAYHUX K8AHMHUX
cucmema 'y cMUCIy (Makap JEIMMHUYHOT) MO3HABakha CTamba MOjeJHHAYHOT CHCTEMA,
MOCTyNaka Mepema, KOHTpoJie M mpociehuBama pesyiaTara ca jeJHOT Ha JPYrd
MOjeIMHAYHHN KBAaHTHU CUCTEM, U TOME CITUYHO.

JlogatHy motemkohy y OBOM CMHUCIy TMpeICTaB/ba U YHIbEHHIA Ja
uHpOpMaTHKa HUje u3rpaheHa Kao 3a0KpYKEHH CHUCTEM 3Hama, Beh ce BHIIEe paau o
peuiasarsy nojeOuHayHux (Ui Kuaca CiudHux) uHpopmMamuyKux 3a0amaxa — OBJie ca
HArJIacKoM Ha OHE KOje je, eBeHTYAITHO, JIaKuie, Wik eqhukacHuje obasmsamu (peuasamu,)
Ha K6AHMHOM. ,,Xapoeepy ‘Y, ne2o na kiacuunom.

! Knacnanm xapsep cy QU3MUKK 6umoe6u, a KBaHTH Cy GU3HUKH KyOUMO6U.



84

OBo cy onmTH 3aa1y KBaHTHE UHPOPMATHKE U HAJOCHOBHHjU Mel)y HHMa Cy
NpeIMeT HapeHa JBa MOTJIaBJba.
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IX IPUMEPU KBAHTHOI' UTHOOPMATUYKOI' IPOHECUPAIBA

Ogne he OuTH TIpeACTaB/LEHN MPUMEPH M3 00JIACTH KBaHTHE MH(POPMATHKE Y
yoircem cmucry. Y TIIMPEM CMHCITY, KBAHTHA MH(OpMAaTHKa 00yXBaTa M KBAHTHO pavyHAmbe,
Koje je mpeamMeT cieaeher moriasiba.

VcTakHUMO jOII jeTHOM OCHOBHE IPETIIOCTABKE pa3Boja KBAHTHE MH(OPMAaTHUKe
teopuje. Ilpe cBera, keanmno cmarse (IO AHAIOTHJH Ca KJIACKYHOM TEOPHJOM) CE
mpemupa Kao uHGoOpMamuyKu pecypc, ca HarJaackoMm Ha cel(pUIHOCTH HaBE/ICHE Y
nperxoxHoM Toraiby — Taduke (A)-(T). Ilo ananmoruju ca KiracHuHUM OUTOM YBOJIU CE€
TI0jaM Kyouma, i cucmem Kyoumoea, Ha Kojem ce epuii npoyecuparse ungopmavuja
HEMoCPEIHNM (Ha TIPUMEp, YHUTApHUM) oreparjama. OIeT 1o aHAJIOTHjH ca KITaCHYHUM
PC30HOBAEM, CBE OIEpalyje, Mo TPaBWIY, TUIY CE HOjeOuHa4HOz Kyouma, mj.,
nojeounaunoz cucmema Kyoumoea, 3a pazIvKy O] CTaHIApAHUX EKCIieprMeHaTa y
KBAHTHO] MEXaHHUIIM KOjH ce 0OMYHO 00aBsbajy Ha ancamony'. HapaBHo, onepanmje ce
00aBJbajy HA HOjeOUHAYHUM KyOUmuMa, uiu nojeOUHaYHoOM CKyny Kyoumoea, ajau ce
CBe BepoBaTHOhe (M OUCKHMBaHE BPESTHOCTH) MOPajy MPOBEPABATH HA aHcamosy (ako je
TO HEOMXO/THO).

Kpahe peueno: keanmmne ungopmamuuxe onepayuje (no npasuiy) npeocmasnoajy
KOHMpOAUcane onepayuje Ha jeOHom Kyoumy, uiu Ha jeOHOM CKYIy KyOumoea, y
NYHOJ aQHANO2UU Ca KIACUYHUM Cydajem, V3 Kopuuiherse cneyugyuuHoCmu K6aHmHo2
xaposepa (keanmua HeoOpeheHocm, ChiemeHOCH, K8AHMHU Napaienu3am) Kao
HeKke 8pcme K8AHMHO2 UHPOpMamuyKoe pecypca.

VY cknay ca THM Cy U OBJI€ TIPEICTABJLEHU IPHUMEPH KBAHTHOT HH(OPMATHYKOT
MPOIECHPAha.

9.1 Keanmna menenopmauuja

3abpaHa KJIOHMpama KBAHTHUX CTama je 030MJbaH XEHIUKeEN y nopehemy ca
KJIACHYHOM MH(POPMATUKOM. Jep YCHeNHO Npolechpamke HHPopMaIja 3aXTeBa yCIelIaH
TIPEHOC HeusMerbeHux uHghopmayuja Kpo3 IpeHoC (HU3HUKUX CTamka y HEM3MEHEHOM
o0mmky. KiacnuHo, OBaj MoOCTymak je TpUBHjaJlaH: U3MEPH CE CTAamhe CHUCTeMa M Ta
nHpopMaIja ce UMIDIEMEHTHpA Kao cTame apyror cucrtema — COPY. Ynpago o, T1j.,
MEpeme CTama MojeIMHAYHNX KBaHTHHX cUcTeMa, je Hemoryhe — no-cloning teopem.
Otyna ce Ha TpBH NOIVIEA YMHM JIa C€ OBMME YCIIOCTaBJba O30MJbHA IpenpeKka y
MOCTYIKY TpolLiecupama MHpOpMalMja Ha KBAaHTHUM cucTemMuma. Ha cBy cpehy,
n3Hal)eH je KBaHTHHM NMaHaH KITACHYHOT KOINPAba, T3B., KEAHMHA Melenopmayuja.

[To mpaBuimy, WHPOPMATHYKK TIPOTOKOIM TMOAPA3yMEBAjy O6e CmpaHe y
KomyHuxkayuju — Anuca u bob. Y IpoTOKOIy KBaHTHE TEJICTIOPTAIMje OHU JIeJie jelaH
jemuHu (nojeounaynu) nap KBAHTHUX YECTHIIA KOje Cy KBaHTHO KopemucaHe. CBaKo o1

! He mosxe ce npenarnacutu (B. Oznepak 8.2): 3a Benuku 6poj HemHTeparyjyhnx ky6uTosa y ckymy,
Taj CKYII CE MOXe TpeTupaTH 1 kao ancambn (B. Oxespax 9.3).
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YYeCHUKa MO)KE, Ha CBOJO] YECTHIIH, Tj., HA CBOM KyOHTY, Ja 00aBJba MPOHM3BOJHHA
(;TokanHa?) Mepema. Anuca pacrosaxe 1 TpehoM KBAHTHOM YECTHIIOM KOja MMa CBOje,
HEMO3HAaTO KBAaHTHO CTamke. 10 CTame je KBaHTHa WHpopMaiuja Kojy Tpebda y
HeuzmereHoM «00auxy» npenemu booy.

Hexka je Henmo3Haro crame IpBe YecTHIle, Koje Tpeda TenenoproBaru 10 booa,

|‘P>l :a|0)l+b|1)1. Hexka je crame mapa uectuna, 2+3, jenHo u3 bemoBor Gasuca
(BUIOETH HIDKE), HIIP., CIUIETEHO CTaH-e |‘IJ(_))23 = 1/4/2(]0),|1)3 — [1),]0)3).
Crame ykymHor cucreMa 1+2+3 je (raeron je Moryhe He numeMo cuM00 ,,&Q *):

|)125 = (al0)y + bI1);) ® = (10)2[1)5 = 11)210)s). (9.1)

V3 manio anrebdpe, crame (9.1) ce Mmoxe npenucaT y 00JHK:

|CD 123__‘lP+> ( a|O> +b|1 ) _‘LP > ( a|0>3_b|1>3)+ ©2)
§‘q’+> ([0}, +al1), )+ —\CD ),,bl0), +al1),)

Youutu nocrojame Kopenanuja crama 1. m 2. yecruue (0de y AnucuHOM
noceny) y cramy (9.2). YounT U IOCTOjamkhe KBaHTHUX KOpeyallija cTama cucrema 142
Kao LieNiuHe, ca cTambuma Tpehe yectuie. A crame (9.1) cagpxu kopenamuje 2. u 3.
gectriie. OBo npedanyBame Kopenanyja (CIiieTeHocTr) ca mapa 2+3 Ha map 142 ce
Ha3WBa ,,3aMEHOM CIUIETEeHOCTH (eHIJI.: entanglement swapping). ¥V wuspasy (9.2),
CTama CJIOKEHOT cucrema 1+2 cy crama:

), = 2510} 19, #0110,
0, =75 (10,0 1,14,

Oga crama cy mel)ycobHo oproronansa u ynie OHbB y npoctopy crama Ba
kyOuta 1+2. OBaj 6a3uc ce HazuBa benosum dazucom, a crawa benosum cmarsuma.
3ato ce Moxe erHUCaTH oricepBabia cucrema 1+2 ynja cy OBO CBOjCTBEHA CTamba:

By, =by [ W) (W] +b,| W) (W |+ by @) (@7 |+ b, |07 ) (@] (9.4)

Onempak 5.3 ycmocraBiba: u3 u3pasa (9.2) HEmocpemHo CIeIM youaBame Ja
MepemeM (ofesbak 7.1) oriceppalie B, — Iakie Mepere 00aByba camo AJIKca — JeTHO3HAYHO

(9.3)

Jj€ T03HaTo, TIOCIe MEpema, CTame cloxeHor cuctema 1+2+3. Tako ce mobuja ma je
MEpElBEM  OrcepBabie B, YKYITHU CUCTEM Y jeHO3HAYHOM KOHAYHOM CTamby, y KOjeM
0ba noocucmema, (1+2) u 3, umajy onpeheHo crame peoMm:

2 Mepema Ha napy KyOuToBaa, ako HeMa JPYTHX KyOUTOBa, CY HEJOKAJIHA.
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b, < |¥*)._(~al0), +bl1),)
b, =[¥-)_(~2/0), -b1),)
b, < |@*)_(~b|o), +al1), )
b, < |@7) (0]0), +al1),)

12

(9.5)

AJi 0BO youaBame MMa 3HauajHy nocienuily. [IpBo, mpuMeTumo s1a cy crama
Tpehe vectuile (koja mocie Mepema uma céoje cmarbe — HHje KBaHTHO KOPEIHCaHa HU
ca jeTHUM KyOMTOM), TTIOBE3aHa YHUTAPHUM TpaHchopMaljamMa ca IOYETHUM CTambeM

|‘P> Ha cienehe HaunHe:
U,(~al0), +bl2), )=|¥),

r<_ a| 0>3 - b|1>3): _|IP>3 = |ql>3
U,(-b[0), +al1), )=|¥),

U, (b0), +al1),)=|¥),

(9.6)

@Ko cy MaTpU4He perpe3eHTalrje OBHX orepaTopa (y perpe3eHTanuju 0a3nuca n3pady-
HaBama) JlaTe ca:

[—1 oj (1 OJ [o 1} (o 1j
U, = = U, = U, = (9.7)
0 1 01 -1 0 10

OBJie je o1 CYIUITHHCKOI 3Hayaja MPUMETUTH J1a OB OINEPaTOpH, Tj., lBUXOBE
MaTpUUHe perpeseHTalluje, ne 3asuce 00 koncmanmu d u b, mo jecm, ne 3asuce 00

nouemnoz cmarba |‘P> (koje Tpeba Tenenoprosath). Ilpu TomMe, oBU omeparopu cy,

MIPEKO CTama Ha Koja Jienyjy y (9.6a), y jeonoznaunoj ées3u ca pezyimamuma mepersa
¥ (9.5). Oryna je jacHo: ako Ou o0 3Ha0 KOjH je pe3ynTaT Mepema 10011a Annca (HeKu
U3 CKyna b,b,,b,,b,), OH Ou camo Tpebaso ja IpuMeHH oarosapajyhu oneparop u3

(9.7) (oarosapajyhu u3 ckyma 01’ r, Uz , Ug) u 11, cxo1HO (9.6), npesede cmarve mpehez

Kyoumay Heno3namo cmarse |‘I’> !

Cana je mako GopMyIIUCaTH NPOMOKO]I K6AHNIHE melenopmayuje: Ha CBOM
napy Kyourosa, 1+2, Amica mepu omncepsadbmy B,. O ToMe, Kiacuunom 6e3om,
obasectu bobGa. boO, camga, Ha OCHOBM pe3yaTaTa Mepema NMPUMEHU OAroBapajyhy
TpanchopMmalujy Ha cBoM, TpeheM KyOUTy U KOHaYHO CTamke HEroBor, Tpeher, Kyourta
je |‘I’>3 Tako je Heno3HaTo cTame MPBOI KyOHUTa TENENOpTOBaHO Ha Tpehu, KOjU je y
BobGoBom moceny.

OO6wuuHO ce mpancghopmanuja cmarsa ycieo mepersa, m3pas (9.5), nabhopMaTuuKu
Ha3uBa Keanmuum Kaunanom. Knacuuna Be3za kojoM Anmca obaBemraBa boba o
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pe3yIITaTy CBOT MEpEHha Ha3MBa CE KIACUYHUM KAHAIOM, Ny CKIIaTy ca OBOM TEPMHU-
HOJIOTHjOM je ¥ cxema npoTokona Ha Ci. 9.1.

AJTNCA °oP
Mepets e....ﬁjjf.CMqHM KaHan
............. » onepaLl”ja
- 5
: > 3 3
KBAHTHW KaHan
(cnneteHocT)

Cn. 9.1 Ksanmuu xauan je 3ampaBo Kopuuifierse K8aHMmHe CHIemeHOCmu, Koje y
Mepey jeHO3HAYHO (M TPEHYTHO) peliupa CTama roacucTema, uspas (9.5). Jloousiim
uHpopMaIwjy 0 Mepery KIaCHYHHM KaHaioM, bo0 BpIM yHUTapHY onepaimjy Ha 3.
KyOuty, ynme ce crame 3. (BoO0BOTr) KyOUTa MPEBOIM Y KEJHEHO, HEIIO3HATO CTakhE.

Ha mipBu moruies; 6u ce MOTJIo YYMHUTH Jia j€ OBHUME M3BPIIEHO KIOHUPAHE
cTama MpBoOr Kyouta. Mehytum, To Huje TauHo. KitoHupame noapazymeBa ymHodcasarbe
cmarva, (6.3), 1j., (6.4), 1J., yBehame Opoja KyOuTa y UCTOM CTamy. To OBJIE HHjE CITydvaj:

3a OWJIO KOje KOHA4YHO cTame U3 (9.5), y scewvenom (nenoznamom) cmarpy |T> ce

Hanazu camo 3. Kyoum, jep ce CIOKEHH cucTeM 1+2 Hanas3u y KBaHTHO CIUIETEHOM
CTalky y KOjeM Hujedan nodcucmem Hema ceoje cmarve! (Ilpu TOME, y peaqHUM
eKCIIepUMEHTHMA, OOUYHO TIPBa JBa KyOWTa HECTAjy — Ha FbFIMa Ce BPIIIE HETIOHOBJHHBA
Mepema, Te Yak HU KYOMTOBH KOJ AJtice BUIIe, GU3UYKH, HE TTOCTO]E.)

9.2 Keanmmno cynepzycmo koouparve

VY knacuunoj vHGOpPMATULIN TIO3HATO j€ /1A jedaH pazmereHu u3uuku oum
(ka0 GpU3MUKU CHCTEM) MOXKeE Jla IPEHECE Hajeuuie jeoan oum ungopmayuje. Kantso,
TaK, y TMOTOJJHOM TIPOTOKOIY Moryhe je pazmenom jeonoz gpusuuxoz Kyouma rnpeHeTH
06a duma Ki1acuHe UH(POPMAIIU]E — KBAHMHO CYNEP2YCmO KOOUparve.

Hexka Amca u bo6 aene nmap kyOuToBa y CIIETEHOM CTamwbYy:
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), =259, -19,0),). 09

Opnabepumo 3a Anucy cienehe Tpancdopmaiyje Ha MPBOM KyOuTy (KOju je
caMo 0] Ha pacnoiaramy):

r1® IAZ“P7>12 =‘lP7>

12

(9.9)

Axo, caia, ocie onabpane Tpancopmaimje u3 ckymna (9.9), Amuca nomabe

cBOj KyouT b0y, oH Moske 11a 00aBU Mepeme orcepsadie B, , u3pas (9.4), u 1a u3 Tora

JEIHO3HAYHO 3aKJbYUH O KOjeM CTamy U3 cKyma ca J11.c. (9.9) ce pamu. Mehytum, osume
OH cmuue 06a Guma Knacuyne ungopmayuje, y ckinany ca Tabemom 9.1.

KBanTHO cTame [Tpuapyxenu OUTOBU
(W), b, 00
(W) ob, 01
@) b, 10
) ©b 11

Tab. 9.1 Yetnpu crama u3 benosor 0asrca ce KIIacCHIHO MOPajy KOAUPATH ca
HajMame JBa OuTa.

Tako pazmeHoM camo jeHor ¢u3uyKor Kyouta, bob (mocne mepema orcepadie
B,,) Aobuja jBa Oura knacuaHe uapopmarmje. OBO je kiacuuno nemozyhe. YBEpUMO ce 'y
OBO.

PazmoTrpumo kiacwunm ananoroH. IIpe cBera, y kracuunom ciayuajy nema
CnlemeHux cmarsd, @ U Mopamo KOPUCMUmu Opmo2oHaIna cmarva (He TOCTOje
HEOPTOTOHAJIHA KJIacW4yHa cTama). OTyma HaM je Ha pacroiaramby camMo Oaszuc
W3pauyHaBama JiBa KyouTa: |O>1|0>2 ,|O>1 |1>2 ,|1>1|O>2 ,|1>1 |1>2. Tana Anvicu HHCY OfT
KOPHCTH CBa ueTupu ornepatopa u3 (9.9), Beh, edextrBHo, camo 1Ba, HIP.:
100) 2% | 00)

i (9.10)
100) 2% 1)

TO jecT, mo0Hujajy ce caMoO JiBa CTama Kao pe3yliTaT, MaKo j€ CHUCTeM JIBOKYOWTHH.
HapaBno, 3a map crama J0BOJbaH j€ jelaH OHMT KiIacMuHe HHpOpMaluje a Hx
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MIPEJICTaBH, Tla y KiIacudHoM ciy4ajy, (9.10), Tab. 9.2, bo6 nobuja camo jeman Out
KJIacu4He uHpopmanmje.

KBaHTHO cTame Komupame knacnaHuiM OUTOBHMA
|00) 0
|10) 1

Tab. 9.2 JIa crama ce MOTy KOAMUPATH MapoM KJIACHYHUX OUTOBA. | Ij> = | I> 1 | j> ”"

Kibyu je y youaBamy na Cy camo JBe TpaHc(hopMmaidje Ha pacroiaramy.
Hauwme, npyra nBa onepatopa u3 (9.9), na ucmom nouemunom cmarvy, najy:

|00) —2:2% 5| 00)

o . (9.11)
|00)—22 5 _110) =|10)

6amr kao y (9.10). M cBe aHANOrHO Ba)KH 3a CBAKO MOYETHO CTAHHE |Ij>. Oryna oBaj

NPOTOKOJI Yy KIACHYHOM Cly4ajy (06e3 cniaemeHocmu) He HApywaed KiACUYHU
pe3yimam ca nouemKa 0802 00e/bKd.

HATIOMEHA: v (9.10) U (9.11) KOPHUCTUMO JeTHAKOCTH
5-1>< ® IA2 |O>1|0>2 = (51>< |0>1 ® IA2 |0>2) = |1>1|O>2’ Kao 62 |O> :|O>’6Z |1> :_|1> !

OJIaKJIe Cliefie Tope KopulltheHu u3pasu, a Ha ocHOBH m3pasza (/18.1.3) y Jooamky 8.1.
9.3 Keanmmna kpunmoczpadghuja

3anarak kpunrorpaduje je pasMeHa TajHuX nmopyka. [loctoje KimacuuHu MeTou
(ump., Tako3BaHM, RSA cucTeM) KOjU TapaHTyjy NpakTUYHO CUTYpHY (Oe30emHy)
KoMyHUKaIMjy (m3mely Anuce n boba), ykonuko je obema cmpanama no3Ham majHu
K/bYY 3a Oewugposarse, u UCmMogpemMeHo, maj K/wyd Huje HUKoMe Opy2oM NO3HAm, TIa HU
MOTEHIMJJTHOM IIIHjyHY, E6u.

VYnpaBo Ta mpeTnocTaBka 0 TajHOCTH ,,TAJHOT KJby4a™ je Hajcnabuja Kapuka y
KJacuuHoj kpuntorpaduju. Jeounu zadamax keanmue Kpunmozpaguje je ooezoe-
husarmwe majnoz xwyua. 1 yrpaBo to ce 06e30ehyje mporokonom koju he oBae outu
W3Yy4eH, M0/ IPETIIOCTaBKOM Ja y KOMyHHKaluju n3mely Anuce u boba, ocum Moxxaa
umujyHa Ese, nema cuemru, mj., ,, wyma “.

9.3.1 Humyuyuja
No-cloning Teopem rapanTyje HEUHTIBUBOCT CTama KyOuTa (CTambe ce HE MOXKE

m3meputH). Tako, ako ce KinachyHa WH(OpMaIja UMITIEMEHTHPa HEOPTOTOHATTHUM
CTambKMa, TO HHMje/laH MHjyH Hehe OMTH y cTamby Ja je MpouuTa ca curypHouhy, Tj.,
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ca BepoBarHohoMm 1. HapaBHO, YKOJIHMKO c€ KOPUCTE caMO OPTOTOHAITHA CTamba, Taja je
To Moryhe ako EBa 3Ha Kkojy omcepBabiy Ja MepH, Ila YYECHUIM Y KOMYHUKAIAjU
MOpajy J1a KOPUCTE HEOPTOTOHAITHA CTakha.

3aTo ce MOXke O4YeKMBaTu Ja ako Anmca masbe boOy jeman mo jeman KyOwur,
Oupajyhu crama U3 HEKOr CKylla HEOPTOrOHAIHHX CTama, Jia Taja EBa He Moxe na
OYHTa Ta CTama, Oamr kao HU boO. Anm WHTyWIMja Hamaxe cienehe ouekuBame: ¢
003MpOM J1a HUje yHAIpe]] MO3HATO CTamke Koja Iiajke AJHCa, CBaKO MEPEHE YHOCH
IPEUIKY Y KOHAUYHO CTambe MOCHaTor KyOHTa, Te c€ MO)KEe OUEKHMBATH J1a je Ta IpeIka
Beha ykomko ce u3mehy Amuce u boba ynene EBa ca cBojuM Mmokyimajem ounuTaBama
crama. AKO ce, joll, Ta Tpelika MOXe U JETEKTOBATH, eMmo HAYUHA 0d ce Ymepou
npucycmeo/oocycmeo Eee y komynuxauuju. A tTana ce Beh Mo)Ke CMUCIIUTH ITOCTYITaK
3a yTBphHUBamkE 32jeJHIYKOT, TajHOT KJbY4a, jeTHOM Kaja cy Amrca u bob curypau na
HeMma EBe ,,Ha Tpacu®.

9.3.2 Hoeja

Heka Amica masbe jenas no jenan kyourt boOy (ykynmao N wux). [lakie, gusuuxu
cucmem je jeoan kyoum. Mepema Ha MOjeAMHAYHUM KYOUTOBHUMA Cy CTaTUCTUYKH
HE3aBHCHA, ITa ce e()eKTHUBHO HU3 (AJIM HE U CKYN — IITO j& cucmem) KyOUTOBa Modice
cmampamu u ancambrom (Ha KOJEeM C€ OCTBapyjy BepoBaTHOhe Koje ce THUy
TMOjeTMHAYHIX KyOUTOBA).

Hexka Anuca u bo6 ynamnpen noroBope (jagro — 10 MOxe 1a uyje u EBa) ckymnose
oreparopa koje he mepuTH, Mpou3BOJEHO (TajHO, U CBAaKO 3a cebe) Oupajyhu koju ox
THX, HeKoMnamubunHux onepamopa, he MepuTn Ha KoM Kyouty. M Heka je
MH(POPMATHYKH OMKC TOra J0roBopeH kao y Tab. 9.3.

Mepeme onceppabie &, Mepemse onceppatie &,
Pesynrar mepema +1 |+>X <00 |+>Z <10
Pesynrar mepema -1 |_>X <01 |_>z o111

Ta6. 9.3 MepeH,a, KOHa4Ha CTakba oCJIC MEPEHhaA, U KIIACHUIHO KOAMPAkhEe TUX CTarbad, Ha

pacniosiaramy 1 Ancy, u boOy, 3a cBaku KyouT y Hu3y. HapagHo, | . <i | i>z |2 =1/2.

Axo Anuca Oupa HaCyMHUYHO jeAHO Of cTama u3 Tal. 9.3 — Tj., BpUIM HaCyMHUYHA
Mepema Ha CBaKoM KyOuTy U TuMe nipenapupa (B. Onerpak 4.2) cTame CBaKor O] BhHX,
onya u EBa u bo6 Hemajy uzbopa: aa Ou ,,ipountanu‘ AJMCHHA CTamwa, OHU makohe
MOpajy HACYMUYHO Od 6puie Meperba U3 UCMo2 CKYNa oncepeadnu Ha C8aKOM Kyoumy.
U, mapasHo, 060je, ca HeKoM BepoBaTHOhoM, Tpettie. Hieja je 1a ce HarpaBu MPOTOKOM Y
KojeM Ou ce Ta cpewka ycned npucycmea Eee moena youumu, v Tume demexkmosamu
npucmycmea/oocycmeo Ege. Yxonvko je EBa oicyTHa, 32 OYEKHUBATH je J1a c€ JIaKO
MOYKE YTBPJIUTH 3ajeTHIYKU TajHU KJbYY — U TO J€ CP>K KBaHTHE KpHUIrTorpaduje.
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9.3.3 BB84 npomoxon 6e3 wyma

3aHemMaprMo HEKOHTpoJucane norahaje, Tj., ,,CHOJballlbU IIyM®.

Mepema oncepsabimm & , 5, MOTY Jla YHECY I'PEIIKY Y OJHOCY Ha IOC/IaTH KyOuT.

Hexa je crame mocnaror Kyoura |-|->X. Tana mepeme orncepBadie 5, HE MEHA TO

cTame, T¢ M OMTOBM MNpPUIPYKEHH OBOM cramy, 00, ocTajy HEH3MEHEHH Kao
KJIacuyHa MH(OpMaIHja o cramy U3 ckyna Mmoryhux u3 Tab. 9.3. Mehytum, axo je

071a0paHo Mepese orcepBade &, , Tajaa cy Moryha KoHauna crama |-|->Z (10), |—>Z

(11), oba ca BepoBarHOohoM 1/2 - Ta6. 9.3. Yountu 1a ce MOrperHuM MepemheM
00aBe3HO Mema MPBH OWT, a J1a ce Apyru OUT Mema ca BepoBatHohom 1/2. Cana
0J1a0EpUMO: YHpaso 00 Hu3a Opy2ux OUMoea ce npasu MajHu Kaoyu.

BB84 nporokon nma Be dase.

Ilpea ¢haza: Ha cakoM KyOWTYy AJFica CTOXaCTUYKH OMpa MEpPEHC jeIHE O
nBejy 3amatux orcepBabiu u npociehyje ux body. HapaBHo, ona Genexu Kiacuuny
uHdopmarjy o omadbpaHoM Mmepemy (jeman OHT, 1), Ka0 U O pe3y/rary 00aB/bEHOT
Mepema (apyru out, j) y ckiamy ca Ta6. 9.3. To ucro paau u bod Ha cBakoM KyOHTY
nooujeHom ox Asmce. [laxie, cBako 3a cebe mMa mapoBe OMTOBA, 32 CBAKU (PU3MUKH
KyOuT, (ij),i =X,2=01, j=1-1=0,1, wrro je y jenHo3HaUHO] KOPECHOHIEHIU]H ca
crambuMma y Tab. 9.3.

/lpyza ¢paza ima n1Ba Kopaxa.

IIpeu kopak ce cacToju y jJaBHOM KOMyHULIUpawy y kojeM bo0, 3a ceaxu kyoum,
JjasHo OTKpHBA Koje Mepemse je 00aBHo (Tj., cBOj OHT, 03HaumMMo ra ca 1 ). Tako Amica
nobuja uHGpopMaljy o pBoM OUTy 3a cBaku KyOuT. Kako morpeman uz0op Boau
rpeuny (B. rope), Anrca jaBHO oOaBeriraBa boba rjie cy Hecnarama y CKyITy NpBHX
ourtoBa u3Mel)y WBUX JBOje, M U3 CKymna ce Opumry cBa Mecta (YKymHo | mHX), B KO
Anuce, n xon boba, rae Baxu i, #i,. HapaBHo, Tana na 06a MecTa IpeocTajy napoBu
OuTOBa 3a KOj€ BaXH i, =i,. OBH, NPEOCTaNN, HU30BU JPYTMX OMTOBA CE HA3UBAjy
cuposum Kayuem, I CBaKO MMa CBOj CHPOBH KJbYY, CAYHMILEH O] JIPYrHX OWTOBA,

{ia}:{]s}> pemom; 6poj Gnrosa y cuposom Kbyuy je N —n.

/lpyeu kopax mpencraBiba MpOBEpYy MOKIANama JPYrux OMTOBa, oJakie Ou
Tpedasio na Amuca u bo0 3akipyde o nmpucyctBy EBe. HapaBHo, ako Hema mryma, a cBa
MIOTpelHa Meperma cy Beh enmMMuHucaHa (PETXOAHUM KOPAKOM), JOBOJBHO j€ jeoHo
Jeouro Hecnazarbe y cupogom Kayyy a ce 3akJbydi aa je Epa nmpucmymkuBana — jep (B.
rope) ucra Mepema (i, =i, ) cauysasajy o6a 6ura. Hapasno, Anuca u bo6 ne cmejy na
OTKpH]y CBE CBOj€ JIpyre OMTOBE. 3aTO OHM, CBAKO U3 CBOT CUPOBOT KJbyYa, U3/Bajajy

M Gurosa, u To Takohe norosope jasro. U na mux M 6umosa mpasice necnazare.
O0oje 13 CBOjUX CUPOBHUX KJby4eBa u30puiiy cBux jorosopenux [T 6utosa koje jaBHo
yropehyjy. Ako Hema HU jeqHOr Hecnarama Mmehy omabpaHux m OHTOBa, TOCTOjH
BenMKa BepoBatHoha ma EBa Huje mpuciymkuBana. Tamga ce ocraTak CHpOBOT KJbyda
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(mocre enmMuHanuje jasao otkpusennx | upore]ivanin M Gurosa) Moxke nporaacuTy
majuum Kwyuem. AKO je yOueHO Makap jeIHO Hecllarame, TO je mocienuna EBunor
MIPUCITYIIIKUBakha — U HEMA TajHOCTH Y KOMYHHIUpamy, Te Amuca u bod mopajy
UCIIOYETKA.

9.3.4 Ilpoyena npucycmsa Ese

[TocTaBsba ce muTame OTKY/ ClIeAU 3aKbydak o EBuHOM npucyctBy? [pyro, ca
KojoM BepoBaTHOhoM EBa mMoxke na ce mpukpuje (na ocrane HeotkpuseHa)? Tpehe, na
JIM je ,,TajHU KJbY4*‘ CTBAPHO TajHU?

OnroBoprMo Ha OBa MUTAA, jSTHO 10 JSIHO.

002060p na npeo numare: 6¢3 npucycrBa EBe, rpeika kojy (a priori — B.
none) npasu bo6 m3Hocu 1/4. Ako, mak, EBa mpuciymikyje cBaku KyOWT, yKyITHa
rpemka usHocu 3/8, mro je ysehame rpemke 3a 50%! Jlakie, Hama MHTyWIMja
(Onespak 9.3.1) je morBphena: EBune m boOoBe rpemike ce akymynupajy, ma ce
yBehameM rpelike MoXe OTKPUTH MPUCYCTBO EBe.

0 JIOKA3: I1o0 «zpewka» ce 0o60e noopasymeea necnazare j, U j, . YKyIlHa IDEIKa,
npe opyee ¢aze npomorxoaa, IpeNCTaBIbeHA je wiycTpanujama, Mmyc. 9.1 u Miyc. 9.2.
Ha ocHOBM BHX clie/ie U3pa3u 3a YKYITHY I'PEIKy Yy JIBa Ciydaja:
1.1

22 4’

(Evajeprisutna

(nema Ese) p, = p,p; = 9.12)

P, )= ppaPy P + Py (PePsPus + Ps(PioPis + PusPao)) =
(Esa npucywyje) 1 11 1(111 1[11+11D_3
22" 2

2722 2

222 2

8
(9.13)m
OBuMe CMO TpOpadyHAIH YKynHy cpewky, Ha céux N mocmatnx KyoOuTa.
ITpermnocraBka je qa EBa onepuie Ha céaxom Kydumy. To, HapaBHO, He MOpa OUTH CITy4aj.



pl(iB:Gi:):llz ? +>Z P, =1= z<+

[4),.p, =1/2=

O

\
p, (ig#ix )=1/2 a

-), P =1/2=

!
2

Nnyc.9.1




pl(iB:i/.\)=1/2

Ox

P, (ig #ia)=1/2

PN EWETER +) Py =1=|,(+]+),

+) ,py=1= Z(+\+>22< ) \{+)X,p131/2 S+
PN =12, (-

L +), ps=1/2=

[+) P =112=|,(+]+) ‘2< Po(ie =ia)=L/2 ’{%’pw _1/9=

TN ETE +) Py =1=|,(+

L |l pe =112

Hafy ,{L Py =1/2=
pll(iB:iXA):l/z > —>X, P, =1=

Nnyc.9.2

95




NemaEve

llus.19.1

p=1-4

Eva

\
/4

p,=1/4

h 4

py=4

[lus.19.2
p,=3/8

Wiyc.9.3

96



97

9.3.5 Eeune cmpamezuje npuxpusarsa

[Tpopauys (9.13) ce 3acHuBa Ha IpeTIIOCTaBIM Aa EBa BpIi Meperme Ha CBaKOM
kyouty. HapaBHo, TO HE Mopa Outu ciy4aj, u Eea modice da nokyua 0a ce npuxpuje
maxo wmo uehe epuwumu meperve Ha ceéaxom Kyoumy. C 003MpoOM Ja Ha Kpajy
nporokoia Anmca u bob He yropel)yjy cBe apyre 6utoBe u3 CHpOBOT KJby4a, Beh camo
M wux, caydajuo omabpanux, mocroju Beposaraoha ga ce mehy tux M Gurosa He
Hahje HUjemaH Ha kojeMm je EBa oOaBmia mepeme. Taga Amuca u bo6 mory u3Byhu
MOTPelIaH 3aKJbyqaK.

OsHaunmo ca A BepoatHohy 1a je EBa Ha jenHoM KyOuTy 06aBHIa Mepeme’.
Tana je ykynna zpewxa nara uzpazom (Myce. 9.3):
pg (Z) _ (1_2) pg(nemaEve) _'_lpg(Evajeprisutna) _ (1_1)1_'_2‘% _ E_}_i ] (914)

4 8 4 8

00:2060p na opyeo numarse: BepoBarHoha 1a EBa He Oyie OTKpHBEHA IPOBEPOM

M kyOura cuposoz Kwyua wsHOCK:

2 m

pprikrivanja = (l_ _j (915)
4

mTo3a A ~1,m =200 usHocu 10 ?°!!! Jlakse, EBa HeMa MPaKTUYHKUX IIAHCH J1a Oy/1e

HEOTKPUBEHA jep, aKo JKeJTH Jia iMa HHpOpMaIHje, BeHO A He CMe OMTH OCETHO Mambe
on 1, aTana, 3a noBossHO Besmko M | BepoarHoha 1a He Oyie youeHa je 3aHemMapIbuBal

0 JIOKA3 (9.15): V ciupoBoM KJbydy HeMa HETIOKIIaIamba Ha PBOM OUTY — CBa Mepera
on ctpane Annce u boGa ce nmoksarnajy nocie npse (asze npoTokosa. Y CHpoOBOM KIbydy
uma N —n ky6urosa, rie je 1l 6poj oxdauenux kyoura (y 2. kopaky 2. dhase) Ko Kojux
ce BHMXO0Ba Mepera He noknanajy (i, =iy). ¥ Miyc. 9.2 ce Hanase cBa Mepema, na ce
Mepema Koja ce TU4Yy CHpoBOr Kibyda (a koja y (9.15) pasmarpamo) mnobujajy
onfanuBameM Henokanawmwa y Miyc. 9.2 mo npBom Outy — TUMeE ce pedeunuuty
eepoeamnohe, p, = p, = p,, =1. Tana eeposammnoha epewike na jeonom Kyoumy

CUp0602 K/byua N3TIIENA:

siroviklju /1 1,1 1,1 ﬂ
Pq = i{pl P3P7 P + pz[p4 Pg P1s + Ps P1gPrg + Ps Py pzo]} = 5{515 + 515} = 4

Taxo BepoBarHoha na EBa He Oyne mpumeheHa Ha jeonom kyOumy CUpOBOT
kbyda m3Hocd 1-A/4, a ma M (cnyuajuo omabpanux) KyOMTOBA CHPOBOI K/byda

(1-2/4)". =

9.3.6 Cueyprocm majuoe Kbyua

3 OBne mozmpasymMeBaMo J1a Cy ceu KyOumosu cmamucmuyku exeueaieHmuu, j., 1a (c 003upom Ja

Mel)ycoBHO He MHTeparyjy) ce MOry cMaTpaTh ancam6ioM (3a noBoskHo Bemako N ). 3a cratuermuky
HEEeKBHBAJIICHTHOCT KyOuToBa Bunetu Jodamax 9.1.
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CurypHocT TajHOT KJby4a je oapehena BepoBarHohoMm (9.15): ykommko je Ta

BepoBaTHONha MaJa, Taja ce Moxe pehu 1a noxknaname AnicuHux u boboBux 6utosa y
2. Kopaky apyre (aze mpoTokoyia TOBOPH O HENPHUCIYIIKMBamy of crpaHe EBe, ca

BepoBarHohiom 1— P orikrivanja - T0 j€ 002060p na mpehe numarse u3 Onerbka 9.3.4.

1)

2)

BB84 npotokoi 6e3 nryma riacu:

Anmca HacymMH4HO OMpa Mepema (a OTylda M Tpernaparyje CTamba) CBaKOT
KyOHWTa TIOHA0COO W TpaBH CBOj] HU3 IapoBa OWTOBA, (iAj A). [Ipocnehyje

KyOHTOBE, jesiaH 1o jenat, boOy.
bo0 Hacymu4HO OHpa Meperha Ha CBAKOM MPHCIIENIOM KYOUTY U TIPaBH CIIUYHY

macTy niaposa ky6ura, (ig jg ).

CBako on mHX caja uMma cBoj HM3 ox N mapoBa kiacmuHMX OMTOBa KOjUMa
KOJIMPajy KBaHTHA CTama KyOUTOBA.

3)
4)

Bo0 jaBHO 0OaBemTaBa AJCy O CBOM CKYITy IPBUX OUTOBA, {iB} .
Anuca yropehyje cBoj ckym (Koju je camo 0] IMO3HAT), {i A}, ca boboBuMm

(jaBHO OO3HAKEHUM) TIO/AIMMA, {iB}, 3a CBaKM KyOMT moceOHO. 3a CBAaKo

Hecslarame, jaBHo obasemrasa boba u 00oje Opunry mecra rae i, =i,. Tako

[IpeocTajy mapoBHU OMTOBa MpH YeMy C€ Ha CBAKOM MECTy (3a CBaku map)
TMOKJIanajy IpBU OUTOBH.

Cama cBako o BUX uUMa ceoj cupoeu Kayu. CBaku kbyd mmMa N'=N-—n
BPEAHOCTH 3a Opyeu O6um (TIPBU Ce TOKJIANajy M BHIIE HUCY KOPHCHH Ta ce
U30CTaBIbajy), rae | npeicraBiba Opoj eTMMHUHUCAHKX TAPOBA 32 KOje Cy youeHa
Hecsarama y npBoM OUTY.

5)

6)

7)

Anuca u bo0 jaBHO yTBplyjy Io3u1IMje y CBOJUM CHPOBUM KJby4€BUMA, YKYITHO
M nosuumja, koje he japno ynopeautu. Haly mi makap jenno necnarame — Esa
je mpucnymkuBana. Hema nm Hecnarawa, Eea Huje npuciywkusana, ca

seposamnohom 1= P yiivania -

Axo Hema Hecnarama, Anica ¥ bo6 mpouemyjy Ppyrigivanja ¥ 32j€IHHYKH JIOHOCE

3akJbyuak o npucyctBy EBe. Ako cy Time 3an0BosbHU (EBe HEema Ha «Tpacuy,
WM Ma 3aHeMapJbrBe HH(opMarije o ONTOBUMa), OHU

VY1Bphyjy 3ajenHuuku majuu Kayu. To je ckyn OMTOBa U3 CUPOBOT KJbyda Kajia
ce U3 cupoBux KJbydena enmuvunaume 1 Guroa yrBphenux y kopaky 5. Bpoj
KyOuTa y TajHOM KJbydy je N—Nn—m.

9.4 Ocepm

VY cBakoMm ox npumepa pazmarpaHux y 9.1-9.3 youeHe cy u3BeCHE MPEAHOCTU

MH(POPMATHIKOT ITPOIIECHPara Ha KyOMTOBAMA Y OTHOCY HaJT KITaCHYHUM OuToBHUMa. CBe
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JIOK j€ KBaHTHA TeJIeTIopTaIlrja 3aMeHa 3a OTlepallyjy Konupama HH(opMarmje, 1pyra 1Ba
MPOTOKOJNIA Jajy OYMIJIEAHE MPEJHOCTH y OJHOCY Ha KJIaCHM4YHE aHaJIoroHe. Tako
CYIEPryCTO KOJIUPAkE npooduja Kiacuuno ozpanuuere o Opojy OUTOBa KIacHUYHE
uHdopmanmje y komyHukauju. Ca npyre crtpaHe, KBaHTHa KpunTorpaguja odaBiba
CYIITHHCKH BaXKaH U KIACUYHO HEOCHEAap.,bUé 3a0amak yCrocTaBbama (pa3MeHe Ha
pacTojamy) MPOBEPUBO-TAJHOT KJbyda Y KpUnTorpadckuM rnporokonmma. CKHia ucTor

MIPOTOKOJIA ca ypauyHaBameM I'pellaka yclel cnobauirbe2 wiyma je aara 'y looamky
9.2.

JIMTEPATYPA U JAJbE UUTABE:

Mma yucTuHY MHOTO M3BOpa Ha OBJE IpeicTaBibeHe Teme. CBejenHo, Kao
HajOO0JbH U He3aMEHJbUB BOJIMY U M3BOP HH(OpMaIHja uctuue ce MoHorpaduja Nielsen
and Chuang 2000. Ty ce Mory Hahu u ipyry KpHITOrpa)cKu MPOTOKOIIH, KA0 U FbUXO0Ba
Be3a ca OBJie npezcTaBbeHuM, BB84, mporokosom.

[perpary na Muareprery moryhe je obaButi momohy pasmuuutux ¢pasa. 3a
TeJIenopTaIrjy To je, obuuro, quantum teleportation, mok ce 3a KBaHTHY KpHIITO-
rpadujy, mopea odekuBane, quantum cryptography, moxxe kopuctutu (1o caapxajy
jemHako orpasana) (pasa quantum key distribution.

SAIIALIA

9.1 Jloxasaru jeqnakoct uspaza 'y (9.1) u (9.2)
VYuyrcrBo: mohu ox m3paza (9.2).

9.2 Jloxazatu npuapyxuBame (9.5).
VYyrerBo: kopuctutu m3pase (7.1)-(7.3).

9.3 Jlokazaru Baxkeme u3pasza (9.6a).
9.4 loxazartu (9.9) u (9.10).

9.5 Nokazaru (9.9) u (9.10), amu 3a moueTHa crama: |01),[10),[11) - To jec, nokasaru xa ce

KIACHYHUM TMyTeM (KOpUIINEHEM CaMO OpmO2OHANHUX, HEKOPENUCaHuX (He-
cnnemenux®) cTama) He MOXKE OCTBAPHTH 33/1aTaK.

4 Enrnecku: un-entangled.
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X OCHOBE KBAHTHOI' PAYYHAIBA

IoceGan nieo kBaHTHE MH(POPMATUKE Y IIUPEM CMUCITY MPECTaBJba KBAHTHO
pauyHame. Paau ce o meopujckom modeny pauynarsa ipema kojem 6u tpedaio 1a Oymy
nsrpal)eHn keanmHuu pauyrHapu O] KOJUX Ce OYEKyje pelllaBamke PauyHCKUX 33jaTaKa
KOjU CY npaxkmuyHo HepelnBy Ha OUII0 KaKBUM TOCTOjehrM, KITaCHYHUM padyHaprMa
(murUTATHAM, HEYPOHCKUM Mpexama, u ci.). OBae he Outu mpencraB/beH OCHOBHHU
MOJIEI, T3B. Moden-koaa (eHri: circuit model) kBanTHOT padyHama.

10.1 Ilojam pauynarwa. Komnnexcnocm

Mamemamuuxu, padyHarse (Computing, computation) nipesictaBiba npeciuxasarse
f:a—b, (10.1)

rae cy a W D eneMeHTH Heke 3a/are MaTeMaTH4Ke CTPYKType (HIIp., T0Jba, IPpyIie,
BEKTOPCKOT Tipoctopa). pyru 3ammc (10.1) je:

a—" b (10.2)
Kao u
b=f(a). (10.3)

PauyHcke Mamine — paayHapu (COMpPUters) — cy GU3NYKH CHCTEMH KOJUMa Ce
ocTBapyje (MMIUIEMEHTHpA) TpoIec padyHama. Duszuuku, padyyHAmE IMPEICTaBIba
npomeny cmarsa pauyHcke mawune, rie a u b w3 nspasa (10.1)-(10.3) npezacrasibajy
noYemHo I KOHAYHO CMArbe CUCMmeMd )y Oamom NpopayvyHy Kao npoyecy egoryyuje
cucmema (pauynapa) y epemeny. HapaBHo, 3a CBaky paqyHCKH ITPOLIEC MOPA MOCTOjaTH
1-1 mpecnukaBame n3Mely crama MallMHE M €JIEMEHaTa arcCTPakTHE CTPYKTYype
npecirkasama (10.1)-(10.3).

Cpemumimy 1eo Teopuje padyHama IpeNcTaBba, T3B., Teopuja Komniekc-
Hocmu. HheH OCHOBHU 33J1aTaK je KIacughuxkosarbe pauyHcKux 3a0amaka no medxicuHu
uspauyHasara — no Komniekchocmu. KOMIUIEKCHOCT ce H3paxaBa IPeKo
(GYHKIMOHAIHE 3aBHCHOCTH IapamMeTapa W3padyHaBama; jeAHa Kiaca yBohema
KOMIUIEKCHOCTH 3aCHHBA C€ Ha 3aBHCHOCTH BpeMEHa IMOTPEOHOT 3a U3payyHaBambE y
¢bynkmju 6poja OMTOBAa HEONMXOJHUX 3a pEIIaBame JaTe Kilace 3aaaraka. Tako ce
3a/1ally Jiene Ha iake (BpeMe ce u3pakaBa Kao HEeKH MOJMHOM Opoja OMTOBA) U meuike
(3aBUCHOCT je HaJIOJIMHOMCKa — ,,eKCIIOHeHIMjanHa). 3a Benuku Opoj OGMTOBa, CBU
TELIKH 3aalHl Cy npakmuiHo Hepewumsu 3a kiacuune padynape. Ilpumepn: Hasuje-
CrokcoBa jenHauMHa XuApoJMHaAMHMKe (mpoOniem TypOyneHimje), (akTopucame
BEJIMKHMX OpOjeBa, TMCKPETHU JIOTAPUTAM.

IloeHTa y KBaHTHOM padyHamy j€ Ja Cy HeKu mewiKu 3a0auyu KiacuuHe
meopuje KOMnIeKCHOCMU 1aKu (ROTUHOMCKO 6peme) ca CIaHO8UUImMa K6AHMHO2
pauynarea. [Tpumep: LLIopoB KBaHTHU anropuTam 3a (pakTopucame BETUKUX OpojeBa 1
muckperHor joraputMa (B. Onespax 10.9.6).
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10.2 Iojam ynueepzannocmu pauynarea. Peeep3udbunno pauynarpe

Kaxko je ucraknyro y Onespky 1.5: TEOpHjCKM MOJIEN padyHama je pejeBaHTaH
CaMo aKo MMa OCOOUHY YHUBEP3ATHOCTH.

JE®. 10.1: Tlox yrusepsannowhy pauynarea ce noapasyMmeBa MOJET padyHama KOjH,
ca Manom 8eposamHohom epeuwike, MOXE, Cd NPOU3BOLHO GUCOKOM MAYHOCMU, 1A

u3padyHa ouno kojy @yuxyujy (Tj., IpecinkaBame). DopmaiHo, p(Z r ZO) ~1, e p
O3HayaBa BepoBaTHONy, Z pe3ynrar padyyHa, a Z, je TauHa BPETHOCT.

Du3uyxu, cBaka eBOITYIHja CTaba Y BpEMEHY je Tpoliec padyHama. AJM MOeHTa
je y 3axTeBy Ja payyHCKa MallllHa MOXE, Ca MPOM3BOJPHO BEJIMKOM BEpOBaTHOhOM
MPUOIMKHO TA4yHO J1a IpopadyHa ouno Kojy ¢yHkyujy. Mory mnocrojatv pasinduTa
MOJIEIM YHUBEP3ATHOT padyHamka, alli UX 0COOMHA YHUBEP3ATHOCTH CTPOTO TIOBE3Yje:
OHH Cy Taja cBH Mel)ycoOHO, pauyncku, exeueanenmuu. HapaBHO, 32 CBaKu MOJEI
MOCTOje 3a/al Koju My ,Jiexe™, Tj., Koje euracHuje (Oprke) periaBa ol APYrux
MoOj/ieNa, i YHHBEP3ATHOCT 00e30ehyje ucTy Kiacudukaiumjy KOMITICKCHOCTH
3aJaTaka 3a cBe, MeljycoOHO ekBUBalieHTHE, Moienie. OTya je 0080.6HO peanu3osamu
jeoan maxas mooen y npaxcu.

OcHoBHe JOTHMYKE (padyHCKe) oOrmeparyje KOJA JUTHTATHUX (KITaCHYHUX
yHHBep3aTHUX) pauyHapa, W wu WM, wumajy ocoOuHy HEMOBPaTHOCTH
(upeBep3udmmHOCTH) — B. Ci1. 10.1. Maremarnuku, Te ornepanuje Cy HeHHBEPTHOMITHE
(3a oBe omeparyje He T0CTOje MHBEP3HE OIepalirje). 3aTo Ce JeIHO BpeMe CMaTpalio Jia
HE TIOCTOJU pedep3ubUIHO pauyHarse, Koje TIopazyMeBa MHBEPTHOMIHE MaTEMAaTHIKE
orepalrje; MUHUMYM 3aXTeBa 3a U3rpajiby TaKBUX Omepalrja je aa Opoj ymaza Oyzae
jenHak Opojy u3iasa, a He kao Ha C. 10.1.

a

a Wm b

Cn. 10.1 Ose omeparyje cy MaTeMaTHYKH HETIOBpaTHE, jep Hema 1-1 mpecnmkaBarba
mmeljy ckyma m3imasa (output) u ckyma yiasa (input) mpeacTaB/eHNX JTHHIjaMa, JIEBO
U JIECHO, PEIOM, Ha CITULIHL.

Onepamuje Y, HE-WIN (WUJIM), HE, 3ajenuo ca momohHuM omeparujama
CROSSOVER u FANOUT uune jenan (anu He W jeAMHH MOTYhH) CKYI OCHOBHUX
(enemenmapnux) onepayuja ynueep3aninoz Kiacu4noz pauynara — KOMOUHOBAHEM
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caMO OBHX oOmepanuja (JOTWYKuX ,,Kojma“ — OTKYy/A IOTHYE HA3UB ,Mo0en-Kona™
pauyHama) MOT'y C€ OCTBAPUTH ITPOM3BOJbHA IIPEC/IMKaBaba (M3pauyHaBamka) Ha 1aTOM
ckymy 6utoBa. Onepanrja CROSSOVER nukimmaHo 3aMemyje BpeJHOCTH OUTOBA, IOK
FANOUT xommpa crame jeqaor outa Ha moMohHM OUT Yuja ce BPEIHOCT HE y3MMa Kao
WCXOJI pauyHamba.

Mebytum, dyHIameHTaNHO @u3uuko youaeamwe o1 crpane Jlanmayepa
OTBOPHJIO je Bpata ciesiehem 3akipyuKy:

Ilocmoju ynusepsanno, KiacuuHo peeep3uduino pauyHarse Koje ce uuuKu Mojice
ocmeapumu  pesep3udbuiHum npoyecuma. Kiacuuno pesepsubunno pavymaree ce
Modice ceecmu’ na KnacuuHo upesep3ubUIHO, Me onyoa KIACUYHU Deeep3ubUIHIL
pauyHapu moz2y 0a obaee cee Kao U upeeep3udUIHU — pa4yHCKU (Y CMUCTY KOMNIEKC-
HOCMU) Cy eK8UBATICHMHU.

To youaBame ce Ha3uBa JlanHoayepoe npunyun KOju TIacu:

Kaoa pauynap opuwe jedan oum ungpopmayuje, MuHuManrHa enepeuja Koja ce
oucunupa y oxkpyscerve usnocu K;T In2.

OBaj MPUHITMT YCTIOCTaBJha J1a CE CAMO Y KOPAKy Opucarba ungopmayuja mopa
mpowiumu (Oucunupamu y OKpyscerse) enepzuja, a 0a ceu opyzu npoyecu mozy oumu
(u puzuuxku, u mamemamuyxu) peeep3uodOunnu. I IJpakTHIHO OTPaHUYEHE KOHAYHOCTH
MeMopHje 3axTeBa Opucame uHpopmanmja (TomyT reset-oBama KOJA JUTHTATHHAX
padyHapa), Te Hy)HO, YKYITHO, HPEBEP3UOITHOCT (Tj., AMCUTIAIH]a eHepruje — Jooamax
10.1) ce ne moxe uzdbehu. Amm noenma je y mome na OCHOBHE payyHCKE OTIepariuje
(ananoronu ropmux W, UJIN, Cn. 10.1) mory umatu ocobuny pesep3ubmiHocTH. U
3aMCTa, TakBe olepaiyje je moryhe KoHcTpywcatu — HIp., TodonmjeBa (wmm
O®penxnaoBa) karvja Onespka 1.5.

Ha ny0ospy ¢pmsnuko-undopmartidaky ocHOBY Jlanoayeposoe npunyuna ykasyje:

MEKCBEJIOB IEMOH. Zipyau 3axon mepmoounamuxe (JA3T/I) ycroctaBba HemoryhHOCT
CMamerba EHTPOIIHje 38 U30JI0BAaHU TEPMOAMHAMHYKY cucTeM. Bepyjyhu y cmoxacmuuky ocrosy osoe
3akona, Mexcsen (1871. roauHe) je HalpaBHO MoOe Y OUULTeOHO] CYRPOMHOCHIU CA O8UM 3AKOHOM.

VY jenHoj KyTHjU ce Hala3y rac y TepMOJMHAMUYKO] paBHOTEXH. KyTHja je jemHoM mperpagomMm
TnoJieJbeHa Ha Jia Jienia. Ha nperpaau ce Haia3y NOMHYHH OTBOP KO3 KOJH MOTY Jia IPOJIa3e MOJIEKYIIH
raca W3 jefHOT y APYTH Jeo KyTuje. MeKcBen pa3marpa cienely cUTyaljy: HeKa ce Ha Mperpain
HaJa3u haBorak Koju IO CBOjOj BOJBM MOXKE J1a OTBapa U 3aTBapa OTBOP, M TAKO HPOIYIITA MOJIEKYJIE,
Ha TIpUMep, je1aH 110 jenad. Taaa, y MpUHITAITY, OH MOXKE J1a TIPOITYIITa caMo Op3e MOJIEKYIIe U3 jeIHOT
y IpyTH o KyTuje. Y TyKeM OIllepHcamy Ha OBaj HauwH, haBonak he ga Hapymm TepMOIMHAMUYKY
PaBHOTEXY U cMamHhe YKyITHY eHTPOITH]Y (M30I0BaHOT) Taca y KYTHJH, U TO He3 epuierba paod.

HWako Mozien Huje PaKTHYHO OCTBApHB, BaXKaH j€ Ka0 HEeKa BPCTa MHCAOHOT EKCIIEPUMEHTA.
PeraBame oBor mapajokca UMa JIyry UCTOpH)Y, & KOHauHo paspeuterse vy Jlanoayepos npunyun.

Hamme, na Ou haBomak morao ga 00aBU CBOj 33aTak, OH MOpa Ja MepH Op3uHY MOJeKyia
KOjer el Ja TPOITyCTH — Tj., Mopa Ia dobuje (kracuuny) ungopmayujy o 6p3uHA Moekyna. U 1o
MOpa J1a Ypazy 3a CBAKH MOJIEKYIT y JaTOM JIelTy KyTHje. KibydHO youaBame je TpHBHjaTHO: J]a HalaJbe
He 01 rpenmo (jep MONeKyIH cy Mel)yCOOHO WASHTHYHH, U PA3IIHKY]y CE CaMO IO CBOjIM Op3uHAMa),
haBomak mMopa nma mamTH MH(OpMaIWje O CBaKOM 00aBJEEHOM Kopaky y cieny. Te mapopmarmje

! Opemax 1.5 u Jooamax 1.2.
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MOpajy OUTH TIOXpameHe Y Memopuju Kojy haBorak Mopa Jja KOHCY/ITYje y CBAKOM HApEIHOM KOpaKy.
Melhyrum, ceaxa memopuja je kowauna (HE caMo TIpakTH4HO, Beh y mpuHnmmy) te he y jemHoM
TPEHYTKY fasonax mopamu o0a obpuwe (reset-yje) memopujy. Cxonno Jlanoayepoeom npunyuny,
KOpak Opucama MeMOpHje je MUCHIATHBaH T¢ yeehasa ewmponujy okpyycersa (OBIC: JeioBa

MEMOpHje) 3a HajMame ZKBT . Tako, yKynno, MOXe ce TTOKa3aTH J1a CMambCHhe SHTPOITH]je raca OuBa

HAJIOMEIIITSHO, 1A YaK W TPEBE/ICHO Y MO3UTHBAH OWIAaHC (IIOPACT) CHTPOIHjE y YKYITHOM CHCTEMY
,;rac + Memopuja“, y caznacnocmu ca JI3T]1.

HATIOMEHA: MeKcBeOB AEMOH YBOIU Hepackuousocm TojMa Tpolecupama HHopMaIrje 1 0CHOBa
TEPMOIMHAMUKE/CTATUCTHYUKE MexaHuke. OBa MHTUMHA Be3a MH()OPMATHKE W OCHOBA (PU3HMKE CE CBE
yemhe Tymaun xao onpasiambe Tese (Jlanmayep) nma je undopmarmja dusuuku nojam (,,Information is
physical®). To ject, na ce ocHOBe, YKJby4yjyhu ¥ OrpaHuyerba, Y MOryhuM MOCTYITIMMA TPOLIECHParha
uH(bOpMaIHje MOPAjy TPAXKUTH Y (DH3HUIIN, a HE Y MATEMATHUIIN — WIIK MaKap HE MCKJbYYHUBO Y MATEMATHITH.
Kao eenuxa nomepoa 060z cmasa nojasmyje ce hopMysncame TeOprje KBAHTHOT pauyHama (M 3a4eln
KBaHTHE TEOpHje KOMIUIEKCHOCTH).

10.3 Ypu-Tjypunzoea mesza. Jaka Ypu-Tjypunzoea mesa

CBO HMCKYCTBO KJIACHYHE T€OpHje KOMIUIEKCHOCTH oOyxBaheHo je crieaehum,
(GbyHAaMEHTaIHUM CTaBOBUMa, T€3aMa.

YPYU-TJYPUHI'OBA (UT) TE3A: Knaca ¢pynxkyuja uspauynwsusa na Tjypuneosoj
MAUUHU je mauHo OHA KIaca QYHKYUja 3a Koje OUCMO 04eKU8anu 0d cy UspauyH/buee
nomohy Hekoe aneopumma.

[IpaBu pa3Boj (MaTeMaTHUKE) TEOPHjE padyHama 3arodeo je (opMann3annjom
WHTYUTHBHOT TIOjMa payyHama. YBENEH je T0jaM aizopumma KOjuM ce odyxeama
nojam payynarea. To ject, mopazymena ce J1a Ce C6aKu pauyHCcKu HOCHYRAK 3ACHUGA
Ha HeKOM (ancmpakmmuom nojmy) ancopumma. [[pyruMm peunma: cBe IITO CE€ O
pauyHamy Moxe pehu, Moxe ce pehrt Ha OCHOBHU pe3yiTaTa n3ydaBama allrOpuTMa Kao
MaTeMaTu4ykor mnojMa. Y oBOM KOHTeKCTy, Upu-TjypuHroBa Te3a wuae nabe O
UHTYHLIM]e: alCTPaKTHU I0jaM alroputMa ce ¢opMaiusyje Kpo3 paj 3aMHUILbEHEe
MaruHe — TjypuHTOBE MallliHE — T€ Ce cajla YCHOCMAs./ba 3HAK jeOHakocmu usmeljy
nojmosa anzopumma u Tjypuncoee mawune. HyxHo, cBe mro ce caiga Moxe pehu o
pauyHamy clieiu U3 aHanuze ocobuna TjypuHroBe MamuHe. To je yjeaHO U caapikaj
Upu-TjyprHroBe Te3e: cee utmo ce yonuime moxice upayyHamu, uspauyHoueo je Ha
Tjypunzoeoj mawiunu.

Ha npBu nornmen, YT te3a paje TpuBMjasiaH HCKa3. AJM OHO IITO OHA
NoJjpa3yMeBa je 3ampaBo IIOKAaHTHO OoTKpuhe, Tj., ca3Hame. Hanme, kao xonTpact YT
TE3U Ce 0jaBJbyje M0jaM HeupayyHbueux Qyuxuyuja!

bam Tako: nocmoje gpynxyuje Koje ce ne mozy npopauynamu y o0uno KaKeom
a120pUmMamcKom ROCMynKy, u mo y npunyuny; npumep: halting problem. 1 ogaj cras
Ba)XU CBE JIOK j€ Ha CHAa3U OCHOBHA apaJurMa U3padyHaBamba — apajuryma aaropurma.
YT Te3a ycmocraBiba IpaHully usMmely y-IpHHIUIY-U3PAuyHIbUBUX, U Y-TIPUHIIUITY-
HEwu3pauynseuBux ¢yHkimja!

Otyna ce Ha TepeHy U3pauyHJBMBUX (DYHKIIM]jA, CBA KOMIUIEKCHOCT payyHama
MOKe JIelyKoBaTH u3ydaBameM Tjypunrose marnHe. Kako, caja, 1 KBaHTHO pauyyHame
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HoIIeKe napaaurmu anroput™a, YT mesa ycnocmaewa 2panuyy uspauyHeu8ocmu u
3a keanmue pauynape. To ject, BAXHU CTaB:

OHO wmo, y npuHyuny, He Mo2y 0a uspayvyHajy Kiacu4Hu, He Mo2y 0a
u3payyHajy HU KeaHMHU pavyHapu.

[I1poko 1 OOMMHO UCKYCTBO Y KIIACHYHO] TECOPUJH KOMILUIEKCHOCTH, & Y CMHCITY
HajOoJber MoJiena (KIaCHYHOT) padyHama, o0yxBaheHo je ciemxehom Te3oM.

JAKA YPY-TJYPUHI'OBA (JUT) TE3A: buno xoju moden pauynara modxce ce
egpuxkacro cumynupamu cmoxacmuukom TjypuHeo8om MmawuHom V3 Hajeuule
NOAUHOMCKO Yeeharbe HeonxoOHo2 Opoja bumosa.

Croxactnuka TjypuHroBa MaIllMHa j€ MallldHA Ca CTOXACTHYKHM H3JIa30M
(output-om). OBa CTOXaCTHYHOCT je TOCIEIHIIA CTOXACTUYHOCTH aIrOpPUTMa — OWIIO
ciyJajHor u30opa ymasa (input-a), Oua0 ciaydajHo 0JabpaHUX JIOTHUKHX (padyHCKHX)
orepaiyja (M3 HEKOT CKyIa yHarpes 3a1aTux onepanuja) 3a pukcupanu ynas. JUT tesa
TBpIM 13, e(heKTHBHO, ¥ y MPOCEKY, CTOXAacTHYKa TjypWHTOBA MAallldHA TIPEIICTaBIba
Hajoobu mozyhu mooden pauynara. V1 10 je uckycmeo KiacudHe TEOpHje KOMIUIEKC-
HOCTH, YKPATKO U TIOjeTHOCTABJHEHO MCKa3aHO.

Mehytum, Ha OBOM MecTy ce yruhy KBaHTHU padyHapH, Tj., pauyHame. Hanwme,
1 OTET He-CaCBUM-TIPEIIM3HO TOBOpehH, KBAaHTHO pavyyHame je O0JbH MOJIEN padyHarmba
oJ1 KJ1lacuuHe croxactuuke TjypuHrose Marvae! Jlakie, cBa je MpuiiiKa 1a 3a KeaHnHe

pauynape ne eaxcu J4T me3a.
HAIIOMEHE: 1. Pa3Boj kBaHTHHX pauyHapa kpehe ox1 pusmke, 13 KBaHTHE MEXaHUKE, U TOPHH PE3YJITaT
je y mpwior craBy na je unpopmaimja ¢usmuku nojam. Haume, uadopmarugapu cmatpajy JUT Tesy
BPXYHIIEM HCKYCTBa y OOJAcTH TEOpHje KOMIUIEKCHOCTH. Pasnor ToMe je MoMamKame MPOLIMPHBOCTH
aHaJM3e y CMUCIY HW3ydaBarba KOMIUICKCHOCTH pauyHamba. A, Jlanmayepo craB «information is
physical» omeapa nomnyno nogy cmasy y npucmyny — yupaBo OHO IITO HEIOCTaje Y MaTeMAaTHIKUM
pasmatpamuMa: 0 mozyhnocmuma u ozpanuuersuma pavynamwa 20éopu (npe ceeza, ako eeh ne u
uckwyuuso) usuxa, mj., saxonu ¢uzuxe (Landauer 1996). IIpomeHa MepCeKTHBE Yy TEOPHjH
KOMIUTEKCHOCTH, Ca KIaCHYHE HA KBAHTHY MAIKHY, YBOOHM IOTIIYHO HOBH IHCKYypC y TEOPHjy H
YITHUMATHBHO jé OCHOBA TOPE UCTAKHYTOT Pe3yJITaTa — O HaMONH KBAHTHOT Ha[| KJIACHYHAM PAuyHAEEM.
2. Bpemy aHTHULMIMPATH: KBAHTHO PaduyHAbE IOIPA3syMEBa KGAHMHU XaApogep, W hMa
0COOUHE CHIOXACMUYHOCIU U pegep3ubUIHOCmuy — NaKiie o0yxBaTa HeKe O BpXyHCKUX JOMETa/[i/beBa
KIACHYHOT padyHama. A HIIaK, Paay ce O HOMNYHO HOBOM MOOELYPAYYHAA.

10.4 Ilojam keanmmuoz pauynarea

Camo 1o cebu je 3aHuMIBKBO ciiefiche muTame: Kako u3riena (Wi Ou Morio Ja
W3rIieNia) pauyHamke Ha KBaHTHOM Xapzasepy? To jecT, kako Ou ce Morio o0aBibaTH
pauyHame Ha CHCTeMHMa KOjU Ce TIOBHUHY)Y 3aKOHUMA KBaHTHE, a He KiacuuHe (uznke?
Y U3BECHOM CMUCITY, OBO MTUTALE j€ Y CPEAUIITY TEOPHje KBAHTHOT pauyyHama.

Ha camom moueTky ABe CTBapH Cy jacHe: MpolieC Meperha Ha KBAHTHOM XapIBEPY
je a priori croxactnuan (Ozxespak 2.2, Iloctynmar o BepoBaTHOhama), Tako Jia CBaKoO
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nobujame KaacuuHe MH(OpPMAIHje MPOIECOM KBAHTHOT MEpema’ y TOKY KBAHTHOT
padyHama HYXHO YUHU KEAHMHO PAUYHAILe CHOXACMUYKUM DAYyHAeM — TIO
AHATIOTUJU ca Hajoovum Kiacuunum pauynarem (B. JUT tesy). Jlpyro, cBe OCHOBHE
KBaHTHOMCXAaHUYKE OIllepalyje Cy JIMHEapHe. A  KOpHIINEHE  VHUmMAapHux
mpancghopmayuja O TOCTymaK padyHama, Makap y TOM CETMEHTY, YYHHHO
pesep3uounnum. CBaku MOJEI ca OBUM OCOOMHaMa OM ayTOMAaTCKH WHKOPIOPHUPAO
Haj0OJbe W TIOKEJBHE OCOOMHE aKTYelNHHUX MOJeNa KIACHYHOT  padyHamba
(CTOXaCTHYHOCT M PEBEP3UOMITHOCT).

Jaksie, mparehn HaJHOBHja UCKYCTBA TEOPH]E KIIACHYHOT padyHama, UMa CMHUCIIa
pa3BHjaTH TEOPUJCKM MOJIENl KBaHTHOI padyHamba ca TOpHHM OcoOMHaMa —
CTOXAaCTUYHOCTH U PEBEP3NOMITHOCTH, )T HAa KBAHTHOM XapJIBEpY.

10.5 Jeonoxkyoummne mpancgopmauje

Onmwmu cagem pazeoja KGAHMHO2 PAYyHARA 21ACU: T TO je To Moryhe, n y
MepH Y K0joj je To Moryhe, yCBOJUTH OIIIITE Pe30HE U METO/IE KJIACHYHOT pauyyHamba.

[Topen motuBa ucrakayror y Onesbky 10.4, oBaj caBeT mpyxa W METOJICKY
OCHOBY 32 (PM3NUKO-MH(DOPMATUUKO pa3TpaHUUCHE KIACHYHOT M KBAHTHOT pavyyHamba.
Hanwme, na Ou KBaHTHO padyHame MMajoO MPAKTUYHOT CMHCIA, MOXKEJHHO je 1a HeKe
nH(hOpMaTHUKE OTepallyje y pauyHamy 00aBJba ePUKacHH]E, a TO je, YNHU Ce, HaJJTaKIIIe
youuTH/ipoBepuTr Tiparehu ropmu caeT. Jep ce mpahemeM KIaCMUYHUX pPE30HA
HEMOCPETHO yo4aBa KaJia Ce O]l lbMX MOpa OJIyCTaTH, Kao M Ja je Tajaa nopeheme nBajy
MI00ATHUX MOoIena (KIAaCHYHOT M KBAaHTHOT') JeTHOCTaBHH]E.

Tako je W yBedeH mojaM Keanmuoz ouma, Kyouma, JJED. 8.1. Ananoron

KJIaCUYHOT OuTa, mapa (0, 1) , J€ y0a3zuc uzpauynasarma®, jenan OHb y narom npocropy

CTama, {|0>|1>} Kao mro he 1o y Opmempky 10.8 Oumtm moceOHO HariamieHo,

MH(OPMATHUKO TpoIecHpamke (Ia, MO TMPETIIOCTaBIM, M padyyHame) UCKIBYYHBO ca
CKYIIOM CTama U3 ,,0a3uca u3padyHaBama‘ HHUje WHPOpMATHIKU O00Jbe (eduKacHuje),
i cnaduje (Mame erKacHO) O] Mpoliecuparma Ha napy KIacHuHUX OUTOBA.

Crame jeJHOT KyOUTa M CBE YHUTAPHE OTIepallije Ha ’beMY CE MOTY TIPE/ICTAaBUTH
rpaguyk, 13B., broxosom cgpepom, Cn. 10.2.

2 TTonasnu noctymnart [ornasssa V.
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Cn. 10.2 Tauke y mpeceluMa oca ca OCHOBHHM PaBHHMA Cy CBOJCTBEHA CTamba
[aymjesux omeparopa O;,1=X,Y,Z2=12,3. Tauka A mnpunama coepu.

Poranmje ve cdepu oaroBapajy npecivkaBamy cTamba KyOuTa jeHO y IPYTo.

3a cBaku Gaszuc |0>,|1> y 2D npocropy crama Mory ce aedunucatu cienehn

€pPMUTCKH, U HICTOBPEMEHO YHUTApHHU ONEPaToOpH:

7, =[0){0|-[1 1|
&, =|0)(1|+|1)(0| (10.4)
G, =i[1){0[~i|0) {1

rae |O>E|+>Z ,|1>E|—>Z, o3Hake Operpka 2.8. DopmaiHO, YBEICHU OIEPaTOpHU Cy

[laynujeBe curma-marpuie, Tj., oneparopu. Ha ocnoBu (10.4) nako je mpoBepuTH
FOUX0BY EPMUMUYHOCH U YHUMAPHOCT.
U3 teopuje cnimna-1/2 noOpo cy no3Hare Bese u3mMel)y crama uctakHyTux Ha Ci1.

10.2:
G,(Z)j8), ~F%)
g, (%)Iih |, (105)



107

rJie cy KopuitheHe o3Hake 3a (YHUTapHU) OTIepaTop POTalje ljﬁ ((0) OKO oce oapehene

oproM i 3a yrao ¢ . CBaka TakBa poTalyja je ooiamka:

U. (@) =cos§+i&nsin%, (10.6)

rae 6, =6 -n. Hocnemmu u3pa3 y (10.5) je ekBUBaJICHTaH jeAHAKOCTH O, | i)z = |$>Z .

Csaka poranuja (10.6) mpencrasiba npuaApyKUBamke Tadyaka Ha biioxoBoj cdepu.
Cama brnoxoBa cdepa mpencraBjba T€OMETPUJCKH TPHUKA3 TMPOCTOpa CTamba JEIHOT
kyouta. Otyna ce ckynom pomauuja na bnoxoeoj cpepu ucpynwyje ckyn mozyhux,
Jjeonokyoumnux mpancgopmayuja — noo ycioeom oa cy cee mpamcghopmayuje
YHUmapHe.

3a y)xe moTpede KBaHTHOT pauyHama, y KOJHMa j€ nouemHo CTame jeTHOT KyOuTa
JEIHO OJT IBa cTama u3 0aszrca u3padyHaBarma, 3r0THO j€ OMIITH 3amuc mose3aru ca Cir.

10.2, To jecT maTv 3amuC OMIITE POTAIH]E aKO j€ TOYETHO CTarhe |0> = | +>Z :

U,(%9)= exp(iy)(cos§+exp(i(p)6n singj. (10.7)

Haxie, portarmuja (10.7) mpeBomu crame |0> y HeKo crame koje Ha Cm. 10.2

oxroeapa Tauku A, oapeheHoj yriosuma (3, (o). Hapasno, a3za y nuita He Mewa y

NeUHALIAJU CTamba JOOMJEHOT Pa3MaTpaHOM POTAIIH]jOM.

X,o, =Y.

JenHocraBHOCTH pamy, yBeaMMO ckpaheHo mucawe: O, =Z,0,

Cana ce MOe JaTh TEOpeM UM JI0Ka3 oBJiec Hehe OuTH 1aT:

TEOPEM 10.1: Cpaka jemHokyOHuTHa TpaHchopMmalyja (potamuja Ha bioxoBoj chepn)
ce MOJKe 3aITUCaTh Ha jefiaH o]l TpU, Mel)ycOOHO eKBUBAJICHTHA, HAYMHA:

(A) exp(ia) AXBXC , rae cy A, B,C Tpu yHHTapHa omepatopa KOji 3aI0BOJbaBajy
ABC =1 - (10.8a)
(B) exp(ia)U, (AU, (U, (0) , 3a uexe yrnose S,7,6, (10.86)
B) exp(ia)U, (B, (y)U, (B,)U . (7,)... 3a 1Ba HekomHeapHa opra M, fi. (10.88)

Teopem yka3yje Ha GorarcTBO MOryhux peanusanuja jeTHOKYOMTHMX TpaHC-
¢dopmarja (porauuja Ha bioxoBoj cepu). IHreHHO3HOCT y H3HANAXKEhY aJlropuTama
Ce 080e 800U HA BEUIMUHY U32PAOIbE JeOHOKYOUMHUX onepayuja.

I'pacdmuky, jeqHokyouTHa oneparja U ce mpencrasiba kao Ha Cot. 10.3:



108

U

Cun. 10.3 Jenna nuamja 03Ha4aBa jenaH Kyout. [Ipe omeparmwje To je IOYeTHO, a Tocie
orepariyje, 3a0KpyXKeHe PaBOYTaOHUKOM, je KOHAYHO CTakbe jeTHOT KyOuTa.

Opn moceOHOT 3Havaja je cienehu cKym oneparumja:

(Adoamaposa mpancdopmayuja) H = i(Z + )Z) : (10.9)

2

HITO Y penpezenmayuju 6asuca u3paiyHasarba NocTaje yHuTapHa MaTpuLa:

11
iy om0

1 0
(Onepayuja 718) T = [O eXp(iﬂ/4)] (10.11)
: , (10
(Onepayuja 714 - «gpasa») S=T° = 0 il (10.12)

YouuTH 1a Cy CBH ONIepaTOpH YHUTApHH, a 1ia je H jormn u epmurcku (1ITo, Kako
ce J1aKo J10Kasyje, osnaun H2 = ).

10.6 /leokyoummne mpancgopmayuje. Mooen-kona Keanmuoz pauyHaroa

[lo anamoruju ca KJIaCHYHMM CIIy4ajeM, CKyNl oJf N OUTOBa ce y KBaHTHOM
clly4ajy Mojienyje Kao cKymn ox N KybutoBa. Y ckiamy ca Iloctymatom o Buiie-
4eCTUYHUM cuctemuma, Opesbak 2.9, mpocTop cTama TakBOI' CKyna je AedHHUCAH
U3pa3oM:

HO —@ "H.. (10.13)

bazuc uspauynaearsa 3a ckyn on N KyOMTOBa yBOIM c€ IO AHAIOTHjU Ca
KJIaCMYHUM CITy4ajeM, KOju MpeICTaB/ba HU3 OUTOBA, HIIP.:

01010010110 —|0)[1)[0)[1)] 0)] 0} [1)[0) 1) 1)),
i€ ce Mopa3syMeBa JUPEKTHU (TEH30PCKH) TPOU3BOJ] M3MeD)y CyceHUX cTamba — CTamba
cyceHUX KyouToBa. Tako 6a3uc n3pauyHaBama U3Iiea:



(10.14)

2"-1)=[1)|1)...|1)|1)

Hac npeBacxoqHo 3aHMMa ABOKYOUTHH cucTeM. Iberos Gasuc mspauyHaBama,

|i>,i =0,1,2,3 nedpunucan je ckymom (Gasucom) |k>1||>2,k,| =0,1, y3 morosop
|k>1||>2 E|k|>. HapaBHo, Ha cBakoM KyOMTY ce MOTY BPIIMTH (JIOKAIHE) OIepalyje,
HE3aBUCHO OJ1 JPyror, Kako je To mpenctaBjbeHo y Onespky 10.5. Te omeparuje
(JemHOKYOUTHE OTIepalrje) Cy 3ampano ,,JeTHOUECTUYHE Orepalrje’ U3 Kypca KBaHTHE
mexanuke (TTornmasise 11).

OBze Hac 3aHMMajy JBOKYOUTHE oOIepalyje, Tj., Omepaiuje Koje, y OMIITEM
clly4ajy, Memajy cTame oba kyoura. On noceOHOT cy HHTepeca, T3B., Konmponucane
onepayuje.

Ycnosne (kommponucane) onepayuje ce nepunHHIy Kao JIBOKYOWUTHE
orepaiyje Koje cy Ha 0a3ucy u3padyHaBamwa JAepuHICaHEe Ha ciiefehn HauuH: CTame
jemHor (Hmp., MPBOT) KyOWTa ce HE MEHa IMPH OIMEpallkji, a CTalkbe JAPYror ce Mema

YCIIOBHO (KOHTPOJIMCAHO), CAMO aKO j€ CTame MPBOT KyOHuTa |1> . AKo je y muTamy HeKa
oneparmja U, Tama «xontpomucano-U (C —U )» ce anreGapcku (omepatopckn)
MpeJICTaBJba TpaHChOpMaIjaMa CTama U3 0a3uca u3padyHaBama:
[0), %), =[0), [*¥),

! . (10.15)
|1>1 | LP)z - |1>1 ®U2 | \P>2

Omnmityja 03Haka KOHTpOJIMCaHUX omnepauuja je C, —UZ rae uHaeke y3 «C»
yKa3yje KOjH je TO KOHTPOJIHU KYOMT, a HHzeKc y3 omepaujy U ykasyje Ha KyOHUT Ha
KojeM (ycloBHO) Tpeba obaBuTu onepauujy. HapaBHo, ako Ma Buile 0 1Ba KyOHuTa y
CKyILy, YOTIIITEEhE 03HaKa je HerocpenHo, C, -U | » Ca OuMIJIEIHMM O3HaKama. HapasHo,
CBaKU KyOHT y CKYIy, Yy IPUHIIUITY, MOKE OMTH KOHTPOJIHH, U CBAKH MOXKE OUTH «METa»
ornepanyje. Tako ce y u3pasy (10.15) Mory 3aMEeHUTH MHACKCH, YAME CE MEHha U YJIoTa
KyOUTOBA Y TaKBO] OTIEpaIHju.

I'pacuuxu, C, —U, ce npencrasba kao Ha Ci. 10.4.

OOpHyT cnyyaj ce mpezacTaBsba kao Ha Ci. 10.5.

HAIIOMEHA: M3ocraBbame ycnpaBHe JIMHMje W Hexocrarak Tauke Ha Ci. 10.4,5
3HauM jeTHOKYOUTHE (HEYCIIOBJbEHE) omepaiuje. Tako, HIp., Taga 6u Cin. 10.5 6una
npezcTaBibeHa y cienehoj oneparopckoj hopmu:

|i>1| J>2 _)01|i>1 ®| J>2 '
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1. kyouTt

2. Kyout

Cn. 10.4 Cpaka nnHHMja 03Ha4aBa 110 jeriaH KyouT. Tauka ykasyje Ha KOHTPOITHU KyOUT
(v crame TOr KyOHTa Ce He MEHa), a YCIIOB/BEHOCT Orepanyje Ha 2. Kyouty (Kyout

,Meta‘) je o3Hauena yernpastoM mHijor; C, —U,

1. Ky6ut

2. Kyout

Ca. 10.5 OBz je apyru KyOUT KOHTPOIHH, a MeTa je npeu Kyout; C, — le .

IToce6no je xopucha, 3B, CNOT (XOR) Tpanchopmaruja, mpeacraB/beHa
rpaduuku Ha Ci. 10.6.

X

Ci. 10.6 T'padmuka o3naka 32 CNOT (XOR), mrro je y 6asucy uspauynasarsa ,JACKIbyIHUBO-
WJI*, WIH, oneparnwmja (Tabena 10.1).

AnrebGapcku, oBa omeparuja aara je cienehum jemHakoctuma (mamtehu na,
cxomro (10.4), Baxu X|+), = |F),, 1j. )Z|0> :|1> I/I)Z|1> :|O> ) ¥ mepmunuma basuca
U3pauyHasarsa.



(10.16)

TabenapHo TpeIcTaBIbEHO Y O3HAKaMa KiaciuHe Jioruke, (10.16) maje:

1. kyour 2.xyour Wzna3 2. kybura
HE HE HE
HE JA JA
JA HE JA
JA JA HE

Ta6. 10.1 W3na3z 3a apyru KyOWUT yKasyje Ha JIOTMYKO IOPEKIO pa3MaTpaHe
orepariyje Kao «MCKJbyauBo win » (wiu, wiu). One: «HE» =0.

N3 Tab6. 10.1 ce Buam nma ce pagy o0 100pO TMO3HATO], KIACHYHO] JIOTHUYKO]
onepaju  «uckwyuueo-H/IH». Mehytum, kako ce paad O KyOMTOBHMMA, a HE
KJITacCHYHUM OMTOBHMMA, TpeOa Outh ornpe3an. Hanme, camo na ckyny cmarwa u3 éazuca
U3pauyHaearsa ce MOKe TOBOPUTH O aHAJIOTH]U ca KJIACHYHOM oriepandjoM. Omruje,
OBa OTIepallrja 600U YCROCMABbALY KéaHmHe chiemenocmu. Ha iprmvep:

(€, — %,)(@l0), + bl1))) ® 1), = al0);[1), + b|1),]0),. (10.16a)

W oBo je omiuTe youaBame: camo Ha 0OA3UCY U3PAUYHABARA UMA CMUCIA NPABUmMU
ananocyjy ca KIAacUyHuM onepayujama, y onwmem cay4ajy nocmoje onepayuje xoje
O0OHOCe KéaHmHe cynepnosuyuje u K8aHmuy CHIAemeHOCm, Koje Cy KIACUYHO NOMNYHO
Henosxame!

Hpyru, u yoOuuajenu, rpaduky 3armc UCTor je:

)
Cn. 10.7

U TIpey3eT je W3 KIaCMYHOI aHAJIOTOHA, IITO BpEeIH joll jeqHOM HcTahu: y Oasucy
u3pauyHaBamwa, Cn. 10.7, Tj., mpencraBibeHa onepaipja (JIOTHYKO KOJIO), j€ JIOTUYKU
eKBMBAJICHTHO KJIACHYHOM, TIPEJICTaBJbEHOM Ha cliesieho] CuIu:



112

b b ® a
)

Cn. 10.8 Kimacnuna oneparmja CNOT Ha napy 6urosa.

rae @ o3Hauama ,,cabupame moayna2“ (0®0=0,160=1,061=11d1=0), mrTo je
,ACKIbyunBo-NJIN“ u3 Ta6. 10.1.

Inasnu  pesynmam  (knacuune) meopuje pauyHarea je omkpulie nocmojarba
YHUgep3annoz ckyna enemenmapnux onepayuja (Onmemak 1.5), umjum ce
KOMOMHOBameM (y alrOPUTaMCKOM CJIEAy) MOKE OCTBAPUTH MPOU3BOJbHA JIOTHYKA
oriepaiyja, Tj., IPOU3BOJFHO TIPECITNKABAILE.

Jlakne, moeHTa je y TNOCTOjalby Major Opoja OCHOBHHUX (€€MEHTApPHHUX)
oriepalyja YijuM KOMOMHOBAKEM C€ MOTY M3TPAJIUTH CBE APYyTre Omeparlrje, y CKIay ca
YT te3oM — moden-kona® pauynarsa. IlocTaBba ce MUTAKE A M j€ HELITO CIMYHO
Moryhe u y kBanTHOM (hopMammzmy. OnroBop je naT y HapemaHoM oJiesbKy. OBae hemo
ce 3ap)KaTH Ha HEKUM Crei(pUIHOCTIMA KBAaHTHOT (hopMam3ma.

Kao mTo je moOpo MO3HATO, CKyn YHUMAPHUX Onepamopa Ha 6eKMOpPCKOM
npocmopy dune zpyny. OTya je MaTeMaTH4Ka CTPYKTypa JIOTUYKUX (OBJIC: K6AHMIHO
Jlo2uuKux) orepalyja jeTHOCTaBHUja O] KJIIACHYHE, M Y TIPUHIIUITY je 00Jbe n3ydeHa. ¥Y
cay4ajy jemsor Kyoura 1o je SU(2), a y cirydajy N kyourosa 1o je SU(2") rpyna.

300r TOTa j€ 3r0THO YCBOJUTH JOII jeJIaH CaBET U3 KJIACUYHE TCOPH]je pauyHarba:

Yceojumu mooen-xkona keammmnoz pauynarwa u pazeumu 2a Ha pynHo-
meopujckum 0coouHama CKyna yHuUmapHux mpancopmayuja na ckyny o0 N
Kyoumoea.

[Iper3nHuje: 3a cBaku O6poj KyoUTOBa, N, pa3BUTU MOZENT HA CKYIY (KBAaHTHHX)
JIOTHYKHUX Ofepalirja Koje Tpeda mpemupamu Kao 102U4Ka KO, Yujum KOMOUHOBAIbEM
ce moey ocmeapumu ciodcenuja Kona. llutame IOCTOjarba YHUBEP3IHOT CKyma
eJIeMEHTapHUX TAKBUX JIOTHUKHUX KOJIa OCTaBJbaMo 3a cienehu oxesbak. OBze hemo joir
ucrahu map npumepa jeJHaKOCTH JIOTHUKHX KOJIa.

8 Enru.: circuit model.
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—®

faza

faza

C. 10.9 Oneparpja | faza = exp(ia)f , JIOK je y perpe3eHTaliju

1 0
Gasnca uspadynasama U (. = (0 exp( )J .
(04

O HOKaS Apyre jeI[HaKOCTI/IZ

Jlesa cmpana.

(A, ® H,)(C, — X,)(H; @ H,)10),10), =

(A, ® A,)(C1 — X2) 5 (10}, + 1)) ® (10), + [1),) =

~ (A1 ® A,)(10)110); +10)111); + [1)111), + 1),10),) =

=(100) +101) + 10) + [11) + 100} = [01) + |10} — [11) + |00} — [01) — |10) +

111) + [00) + [01) — [10) — |11)) = |0),]0),. (10.17)
Jlecha cmpana:
(C2 - )21)|0>1|0>2 =|0>1|0>2 ' (10.18)

IITO BOXM U 3a CBAKO MOYETHO CTabe |Ij> (E|i>1| j>2 ), IITO OCTaB/baMO YUTAOLLY 3a

IpOBEPy. W

I'pacdmuku mpuka3 uckasza Teopema 10.1(A) je nat Ha cnenehoj ciumy.
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faza

Cn. 10. 10
10.7 Ynueepzannocm mooena-koua K6AHMHOZ pA4yHArLA

VYIOyTHO je NOHOBHUTHU: YHHMBEP3AJIHOCT pauyHama (MOJeia padyHama) 3Ha4u
CIOCOOHOCT MoJena Ja 00e30e1u, ca BEIMKOM BepOBaTHONOM TayHOCTH, Makap
npubmkad (MpUOMMKHO TayaH) pe3dyaTtar. M3 mpakTU4HUX pasnora je yIyTHO
3acHo8amMuU pavyHare Ha MAaioM CKyny enemeHmapuux onepayuja. Tako ce nonasu 1o
10jMa YHHUBEP3aJIHOT CKYIa eJIEMEHTapHUX (JIOTMYKHUX, PAUyHCKHX) OIeparuja.

Y KBaHTHOM cIy4ajy, ,,JIOTUYKE OIepanuje’ Cy yHUTApHE oOrlepandje Ha
MPOCTOPY CTama CKymna KyoutoBa. OTyna yHueep3ainocm KeanmHuoz payyHaryd, Kao
KPUTEPHjyM, 3allpaBO YCIOCTaB/ba 3aXTEB Ja C€, Ca BEJIMKOM BEpOBAaTHONOM,
NPUOIMKHO TAYHO MOYKE OCTBAPUTH OU/I0 KOja yHUmMAapHA onepayuja Ha 1aToM CKYILy
KyouToBa. lcmocTtaBjba ce J1a ce TO MOXE OCTBAPHTU jeOHO- U 060- KYOUTHUM
oreparmjama.

Jeman mnpumep yHUBEp3aJHOI CKyMa €JIEeMEHTApPHUX KBAHTHUX JIOTUYKUX
oreparja 1aT je ciaeaehum TeopeMoM.

TEOPEM 10.2: Ckyn {Adamaposa mpaHcehopmauuja, 7 |8 -onepauyuja, CNOT}
npeacTaBrbajy yHUeep3asiHu CKyn esleMeHmapHux onepauyuja mooena-
Kosla KeaHMHo2 padyHaH-a Ha buno kojem 6pojy Kybutosa.

[Tojammema:

(A) 3a cBaku KyOMT y cKymy ce JeduHMIIYy jeIHOKyOUTHE TpaHchopmaimje u3
HaBEJICHOT CKYTIA.

(b) 3a cBaku map xkyouToBa y ckyny ce nedunuiie CNOT oneparyja.

(B) Teopem ycrioctaBsba 1a ce KoMOHHOBameM omnepaija u3 (A) u (b), y anropuramcku
ypeheHoM cremy Moke, ca TNPOM3BOJBHOM TayHOWINY, OCTBapUTH IIPOU3BOJHHA,
YHHUTapHa oliepaliyja Ha CKyIy o]l N KyOUTOBa.

(') Hexa je 3anaTa xe/beHa yHUTapHA oleparija Ha ckymy, Heko U . Ca U o3HaummMo
ornepanujy nooujeny no peuenty u3 (B). Taga u3pas ,,ca Npou3BOJBHOM TayHOIIhy*
3HAuM Ja BaXXH JeHAKOCT:

H(U_G)|T>H“O’v|q'>' (10.19)
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Jpyrum pedrma: KOMOMHOBAmbEM jeIHOKYOMTHHX OmNepalyja U3 CKymna (He HyXKHO Ha
ceuM kyoutoBuma) u CNOT omneparmje Ha mapoBuMa KyOHTOBa (HE HYXKHO Ca CBHM
KOMOMHaIIMjaMa [TapoBa), MOKE Ce YCIIEIIHO OCTBAPUTH yHAIpeI 3ajara onepanuja U
Ha OHMJIO KOM CKYITy KyOHTOBA.

0 JIOKA3: Jloka3 ciequ koMOMHOBameM clieniehux 1Bajy Teopema.

TEOPEM 10.3: IIpou3BoJbHa yHUTapHA MaTpuiia Ha d -IMMCH3HOHATHOM YHHTAPHOM
BEKTOPCKOM HMPOCTOPY, MOKE Ce OCTBAPMTH KAO 1pouseoo ,,060Hueockux “* mampuya
(yrutapuux marpuia). [Ipu Tome, npoussoau jemaokyoutanx u CNOT omeparmja ce
MOTY KOPHCTUTH 32 HWMIUIEMEHTHUPAKE MPOU3BOJBHOT JIBOHMBOCKOT —OIepaTropa

(Marpurie).

TEOPEM 10.4: Anamaposa u 7 /8-TpaHchopmaruja ce MOTY KOPHCTHTH 3a UMILIC-
MEHTHpare MTPON3BOJEHE JEAHOKYOUTHE OTepaliyje.

CBaka yHHWTapHa oliepaliyja ce penpe3eHTyje YHUTapHOM MmarpuiioM. [Ipema
Teopemy 10.3, cBaka yHHWTapHa MaTpulla CE€ MOXKE MPEIACTABUTH Kao IPOU3BOJ
,JJBOHUBOCKHX oOreparyja“ (Marpuiia). A oBe, TaK, C€ MOTY pa30WTH Ha MPOU3BOIC
jemHokyoutanx uw CNOT  omepanmja (HapaBHO, 3alaTUX Yy MaTPHYHOM OOJIHKY).
Konauno, kako ce cBaka jeIHOKYOMTHa oIepanuja MOXE pa30UTH Ha TPOU3BOI
Anamapose u 77 /8-tpancdopmanmje — Teopem 10.4 — 1o ce, ykynHo, CBaka yHUTApHA
MaTpuIia (a THME U arncTPaKTHU YHUTApHU OTIEpaTop) MOKE MPEACTaBUTH Kao ypeheHu
MPOM3BOJ] YHUTAPHUX OTIepalrja U3 cKyma HaBeqeHor Teopemom 10.2.

Jokazu Teopema 10.3 u 10.4 3axTeBajy U3BECHE JIETaJhe TEOPH]E MATPHIIA, KAO
Y MO3HABabE METO/Ia TEOPHje KOMIUIEKCHOCTH, Te oBzie Hehe OUTH JaTu. m

JEAHA WIIYCTPALIUJA:

3amar je omeparop U . IIpema Teopemy 10.3, OH ce MOXe 3alMcaTH Kao HPOM3BOL
\71\72...\7k..., rae cy \7, , T3B., ,,IBOHUBOCKe"* omepamuje. [dasbe, mpema Teopemy 10.3,
CBaKa IBOHMBOCKA OTIepallija ce MOXKe 3aMncaTu Kao mpou3Bo jeqHoKyoutaux u CNOT
omepaiyja,  HIp., \7k =U®, ®CNOT,, QUY;®..., Tre je  jemHokyOWTHA

Tpancopmarmja U,

la

I-Ta omepainuja Ha «-ToM Kybuty, uta. Konauno, mpema

4 Iox ,,ABOHMBOCKMM MaTpULaMa“ moapasymesajy ce marpuue (npoussosbHe 0 x d matpuie) koje

a [ O
HETPUBHJAIHO JIEMyjy camo kpo3 e (win Mame) cBoje epcme. Ilpumepu: | ¥ 0 0|, u
0 01

O O Q
o = O
®© O T
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Teopemy 10.4, cBaka jenHOKyOMTHA OTmeparyja ce MOXE MPEICTAaBUTH Kao MPOU3BO
Anamapose u 7 /8-tpancdopmaruje, U,, =7/8®H ®.... Cama, cMeHOM oBora y
u3pas3 3a JBOHMUBOCKE OTIEPaTope, a OBUX Y U3pa3 y KOjeM CY Y MPOHU3BOJLY JTBOHHMBOCKH

OIIePaTOPH, jaCHO je J1a CE CBAKH YHUTAPHH OTIEPaTop MOXKE MPECTABUTH Kao MPOU3BO/L
orepanja yBeaeHux Teopemom 10.2.

Jlpyau cKynosu enemenmapiux onepayuja yHueep3aiinoz Mooena-Kona K6anmmnoz pauynarsa:

A. Kaxo nokasyje Kurajes (Kitagv 1997), ksanTtna Todommjea kamvja, Anzamaposa u 77 /8 -karmja
YMHE jeJIaH CKYTI EJIEMEHTAPHHUX KaIlHja.

B. Kako nokasyjy Bapenko u ap (Barenco et al 1995), ckyn CNOT  mnyc cee moryhe jensoxyouthe
TpaHcopMalyje Takolje YMHE jellaH CKyIl eleMEHTAPHUX Kalija y MOJENY-KOja YHUBEP3aJIHOT
KBaHTHOT PadyyHamba.

10.8 /legpunuyuja keanmnoz pauynaroa

AE®. 10.2: UHgbopMmamuyko ripoyecupare Ha KeaHmHOM Xxapdeepy ca
OCHOBHUM CKYrOM yHUEep3aslHUX flo2udkux ornepayuja Teopema 10.2 Ha3usa
ce KeaHMHUM padyHareM U cacmoju ce u3 criedehux, onwmux Kopaka:

(a) obaerbamba, y aneopumamckom criedy, yHumapHux oriepayuja Ha HeKOM
CKyry Kybumoaea,

(6) npoueca keaHMHo2 Mepera (Hajuewhe y 6a3ucy uspavyyHagar-a).
Pe3ynmam 3aspwHo2 Mepera Ha cucmemy rnpedcmassba pe3ynmam
paydyHarsa.

Oriite 0COOMHE KBAaHTHOT PavuyHama Cy:

() pesepsubuniocm mnpolieca padyHama, IITO je MOCICAWIA YHUTAPHOCTH
OCHOBHOT CKYyIIa JIOTHYKUX OTepallija — CBUX, Y CBAKOM MOCTYIIKY (AIrOpUTMY),
OCHM KOpaka Mepema 1 Oprcama nHpopmalimja.

(i) cmoxacmuunocm ¥ao TOCIEOWIIA MEPEha Ha CHCTEMY, IPH YeMy Ce
nojipa3ymMeBa BeJIMKa BepoBaTHoha 100Hjarba MPUOIMKHO TA4HOT pe3y/rara
padyHamba.

Kao miro croju y OKBHpY HM)XKE, KBAaHTHO PayyHame CE€ MOXE CBECTH Ha
KJIACHYHO PeBep3uOMITHO pauyHame. Ca apyre cTpane, Moke ce nokazatu (Onespak 1.5)
Jla Ce KJIACHYHO PEBEP3UOMITHO pavyHar-¢ MOYKE CBECTH Ha KJIACHYHO HPEBEP3UOMIHO
pauyHame. OTyza cToju:

| Cee wmo, eghukacHo, Moy da o6aee KrTacu4HuU, MO2y U KeaHMHU payvyHapu.|

OOpHyTO, Mak, He CcTOju. A MyHY pa3iuKy u3Mel)y aBejy BpcTa pauyHama MOTY JaTh
CaMO KBaHTHHU aJITOPUTMHU.

Teopem 10.2 rapanryje usrpagusoct kBanTHe Todonmjee karnuje momohy jeaHo- U
1BO- KyOoumHuX omnepaiuja, a 3agarak 10.3 to u norBphyje. Ksantna TodonujeBa
kanvja (3amarak 10.3) mocraje uaeHTHUHa KiacuuHo] TodonujeBoj Kanuju
(yBenenoj y Onemnky 1.5, u y Jlooamky 1.2) y onepucarpy ucksyuugo na 6asucy
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uspauynaearpa. HapaBHo, omepucame kBaHTHe TodonujeBe Kamuje Ha
Cymeprosuiijama crama U3 0aszuca u3pauyHaBamka BOAW KIACHYHO HEMO3HATHM
cramrma. Hagasbe nmamo y Buy camo kinacuuny TodonujeBy kanujy.

Kao mro je y Hooamky 1.2 mokazano, TodommjeBa kamuja ce MOXe
KOPHUCTUTH Ka0 OCHOBA KJIACUYHOT, YHHUBEP3AIHOT Upesep3uOuIHoe padyHamba, a
3aHe-MapUBAkbEM HEKUX M3JIA3HMX OWTOBa (BHACTH OCHOBE  KIIACHIHOT
peBep3uOMITHOT padyHama, Hiip., y Nielsen and Chuang 2000), Todonujea karnuja
OCTBapyje ¥ YHUBEP3ATHO pesep3uduiHo, KIIACHIHO padyHaAmke — IITO MOIpa3yMeBa
peBep3uOMITHE Kallije U Ha MambeM Opojy OUTOBaA OJ1 TPH.

3aHuMJBHBO: MOXKe ce MoKa3atH (B., Hp., Nielsen and Chuang 2000) na jenso- u 1Bo- 6umue
peBep3I/I6I/U'IHe or[epaunje HHCY TOBOJHbHE 34 YHUBCP3AJIHO peBep3I/I6I/U'IHO KJIaCMYHO pavyHamE€; 3@ OBO
(YHMBEp3aIHO, KIIACHYHO PEBEP3NOMIIHO padyHarbe) je HEOMX0[Ha MaKap TPOOUTHA orepariyja, Kakpa
je Todomujesa, nwmm @penxunosa (B. Onespak 1.5)).

OctBapuBameM cmoxacmuukoe n300pa ymazHux OutoBa y TodomujeBy
Karijy, OCTBapyje c€ M CMOXACMUYHOCH padyHarba 3acHOBaHOT Ha TodoiujeBoj
Kanuju.

Omyoa, odjeoureno. keaumna Toghonujeea kanuja (ocTBapeHa jeHO- U
JIBO- KyOumHuM omepanmjama, 3aaarak 10.3) koja onepuiiie #cKbyuueo Ha 6azucy
uspauynaearpa (4MMe TOCTaje eKBUBAJIEHTHA KiacuuHO] TodosmjeBoj kamuju),
MOdce 0a O0CMmeapu Cc6axKo YHUBEP3AIHO KIACUYHO payyHare — OWIO OHO
PEeBEP3UOMITHO, WITH HE, OMJI0O OHO CTOXACTUYKO, MU JETEPMUHUCTUYKO.

VYrnopehyjyhu 0osomrocm jedno- n 06o- KyOumHUX Karnja KeanmHoz padyHama, ca jeHe CTpaHe, ca
neonxoonouthy mpo-6umue (Hp., TodonujeBe) Kanuje 3a yHUBEP3aTHO PEBEP3UOWIHO KIACUYHO PadyHambe, ca

Ipyre CTpaHe, [OCTaBIba Ce MUTAbE: Y YeMY JIKH NPSIHOCT KBAHTHHX Kallija Hajl KIIACHIHUM, C 003MpOM Ja ce
KBAaHTHOMEXaHWYKH He Mopa Oapatatd mpoKyOuTHumM Karjama’?

Iomohy 3amarka 10.3 nomasumo no oarosopa. Haume, yountu na onepamuja V' y norudxom Koy y,
o ~
OBOM 3a1aTKy UMa HeoOuuny ocobuny: V © = X | rae, na 6asucy uspauynasarsa, Baxu X = HE | na y ucrom

6asucy (ananorony knacuunux outosa) V = /HE - nenocmojefia jeonoburna onepayuja!

Taxko, nocrojatse ,,xoperna uz HE* y kBanTHOM (opmammmy (y ,,KBAHTHO] JIOTHIM ), & Kao nocieouya
Keanmuux cynepnosuyuja (To jecT, KBAHTHOI Napajle/in3Ma)®, TOBOPU O 02anichey Keanmuux onepayuja, y
niopehemy ca kiacuunuM, bynoBum storudkuM oneparmjama. OTy/a je mocrojame oBe orepaiyje (becmucuere 'y,
OKBHpMMa KiacuiHe bBynoBe joruke) ynThMaTMBHa OCHOBa m3rpajiihe TodonujeBe Kamuje jedHo- U 060-
KyOUnHAM oreparjama.

Hpyrum peunma: Henocmojarve ,,kopena u3 HE y KIacCUMHOM pauyHar,y JTEXHA y OCHOBU
nemsrpaauBoctu TodonujeBe kamuje momohy jeHo- i IBO- OumHUX Oleparyja.

3aHUMIBHBO, ,,koper u3 HE ce nako ¢usnuku ocreapyje, Buneru Jodamax 10.2. V1 oBze ce ucrnosbasa
JlannayepoBa makcuma ,.ungpopmauuja je uzuuxa™ na neny: xoje nozcuuxe onepayuje cy moeyhe, mpeba
nompaxcumu y ghusuyy, myj., y uHgopmamuukoj ananuzu Qu3UYKUX meopuja.

® Youutu yoleme cyneprnosuiuja Ha OCHOBY pe3ynTtara 3azarka 10.3:

Vjg)= &0 =010y - @D ) i) =01,
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10.9 IIpumepu keanmuux anzopumama

Cpaku anropuram nojpazymena ypelheH HU3 JOrnukuX (paqyHCKHX) Oreparuja.
HapagHo, cBe omnepaiuje usrpaljeHe cy Ha OCHOBHOM CKYITy YHHBEP3aJIHUX OIepaliuja,
U je/1laH IPUMEp TaKBOT CKyIa y 0BOM cMucity nat je Teopemom 10.2.

Osne he 6uTH MpeACTaBIbEHN OCHOBHH, HAjjeTHOCTABHUJH KBAaHTHH aJITOPUTMHU
O]l ICTOPHJCKOT 3Ha4aja 3a 00J1acT KBaHTHOT padyHama. Ha kpajy oBor ojespka Ouhe
CKpeHyTa MaKiba Ha aKTyeJIHe pe3yiTaTe Koju Hehe OuTu eTajbHO Tpe/ICTaBIbeHH.

10.9.1 Ilojam keanmmue ypne kymuje

Mambe-BHIlle CBH KBAaHTHH ITOPUTMH (A MO Yrieay Ha KIACHYHE) KOPUCTE
MOJPYTHHE KOje Ce Ha3MBajy ,,ypHum Kymujama (opexiuma; black boxes, oracles)®. Paau
ce 0 MOCe0HO TM3ajHUPAHUM OTIepaIfjama, Tj., PeCIKaBambUMa YHAIIPET 33/1aTOT THTIA.
Tako, HOp., ako je MOTpeOHO NpeciuKaBamwe TuMa Heke (yHkuuje f , KiIacuuHO ce
oJroBapajyha 1jpHa KyTHja 03HauaBa Kao TpaHcopmaiuja (orneparuja) U , . MoryhHoct
W3rPaIlbe TakBe KJIACHYHE TpaHc(opMmalmje TapaHTyje YHUBEP3THOCT KIACHYHOT
pauyHama. Y KBaHTHOM CITy4ajy CTBapH Cy MOTIIYHO aHaiorue: onepamuja U, ce Moxe
u3rpagut — 1o rapantyje Teopem 10.2. [lenoBame KBaHTHE omeparuje je ¢opmaiHo
UOEHMUYHO KIACUYHO] HA OA3UCY UBPAYYHABAA.

VY BehrHM KBaHTHHX aJITOpUTaMa Ce MOIpa3yMeBa MOCTOjalbe TAaKBE OTepallije
0€3 eKCIUIMIIUTHE KOHCTPYKIHje oaroBapajyher jgormukor komna. Ilpu Tome ce, mojen-
HOCTaBJBCHO (M 32 MHOTE MpPAKTUYHE CBPXE, JOBOJHHO) IPETIIOCTaBJha Jla CE OBE
oriepanuje ,,TpeHyTHO OJIBHjajy — a y MpOpavyyHy KOMIUICKCHOCTH ATOPUTMA, IO
NIPABHILY, CE€ KOMNIEKCHOCHL 3ACHUBA HA OPOJy HEONXOOHUX NOHABHLAFA ONepayuja
Kkeanmuux ypHux Kymuja. HapaBHo, nedunuimja omnepamuje Ha 0asucy u3padyHaBamba
HETIOCPE/IHO, W jJeHO3HAYHO, BOJAM YOIINTECHY pa3MarpaHe orepaldje, Koje Hema
KiacuyHor ananorona (B. [Ipumep nat uzpazom (10.16a)).

10.9.2 Jlojuos (Deutsch) areopumam

Hcropujcku npBH, ¥ METOJACKHM HajBaxkHUjH, je JlojuoB amropuram (Deutsch
1985).

3AJIATAK: Heka ¢pynxumja f mpecinukasa jenan 6ur y jenan 6ur; f :{0,1} — {0,1} .
Tpeba yrBpauTH &a 1M je mpecnukaBawe KoHcTaHTHO, f(0)=f(1), mwm je
,oanancupano®, f(0)= f(1).

Kracuuno, mopa ce 0sa nyma kopucmumu (kiacuyna) ypra Kymuja:
U, (0)=(0),

a OHJa IMOHOBUTH UCTO, 3a yJ1a3 1,
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U, @)= fQ).

[IpoctM ynopehuBamem 100HjeHUX BPEIHOCTH O0aBJBEH je 3aaTak y 06a
Kopaka, Tj., ca JiBa IOKpeTama opekiia. KBaHTHO ce To MOXe 00aBUTH Y jeTHOM KOPaKy,
Tj., Y caMo jeTHOj yrnoTpeOu (KBaHTHE) LIPHE KyTH]e.

NAEJA: Axo f(0)=f(1), Tama f(O0)®f(1)=0, a axo f(0)= f(1), Tama
f(0)® f (1) =1. UckoprcTUMO OBO 32 KOHCTPYKIIM]Y KBAHTHOT JITOPUTMA, HAPABHO,
V3 Kopuuihere KeaHmue ypHe Kymuje.

Jejpun Jloju mokaszyje na alropuTaMm KOJjU j€ OBJE TMPEICTaBJbeH TIpaduuKu
HCIyHaBa TOPH-E 3aXTEBE: MPU YEMY j€ JOBOJbHA camo jeOHa ynompeda KBaHTHE IPHE

KyTHJ€.

H X X H— 7"—

U
— H y Y @f(x)

Cn. 10.11 Cpemummu neo rpada je kBantHa npHa kyruja. OHa Ha Oasucy
uspauynasarea orepuire 6all Kako TO YMHM KIACHYHA [PHA KyTHja Ha KIACHIHUM
6I/ITOBI/IMa (1., KJTACHYHOM oury). Kitacuuno, omneparyja je

(X y) (X y® f(X)) —B. (10.21). Ha xpajy ce Bpum opel)eHo KBaHTHO

Mepere Ha IIPBOM KyOUTY, O3Ha4E€HO KOCOM CTPENHLIOM.

Yurajyhu tpad Cn. 10.11, ¢ .1e6a nadecno, cBe ce MOXe 3amucatd y
€KBUBAJICHTHY Onepamopcky (anzedapcky) gpopmy. Y Ty CBpXY YOUHMO aJITOPUTAM:

1. Tlpumpema crama aBa KyOHTa; MPBU KYOUT YMHHU MPBHU, a APYTU KYOUT APYTU
peaucmap, |0),,[1), , perom.

Ha cBakom kyOuty 3acebHO ce o0aBiba AnamapoBa Tpanchopmaliyja.

[Ipumena (qBoKyOUTHE) Omepaliije, KBaHTHE LPHE KYTH]e, ljf :

Ha npBu kyOuT ce npumeHu AnamapoBa TpaHchopMalyja.
Ha npBoM kyOuty ce o6aBiba o/ipel)eH0 KBaHTHO Mepeme.

o wn

3anuImMo oneparuje 3a CBaku KyOuT (Tj., CBaKH PErucTap):
~ 1
H10)=7(19)+1)
18- 25 (0)-11)

(10.20)
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1 IeGUHUIH]Y OpeKJIa 3a 0a3uc n3padyHaBama:

U, [x),|y), =|x),|y® f(x)),,x y=01. (10.21)
Capna ce ropmu rpad MOKe MPEBECTH Y ONIEPATOPCKHU OOJIHK:

1. |¢>1|Z>2 npenaparyg crama >I 0>1|1>2

2. H(Z) |0>1|1>2 = H1®H2|O 1®|1>2 = Hl|0>1®H2|1>2 :|lP>12

3. Lif |\PA>12 :|CD>12

4. Hl® |2|CD>12 :|CD'>12

5. Onpel)eHO KBAHTHO Meperbe Ha cucTeMy y craby |0) .
VKyITHO, ortepaTopekH, rpad je oGmKa:

(H,®1,)U, (H, ®H,)[0),]1),. (10.22)
Mpopatykajmo (10.22).

(A, @ 1,0, (A, ® A,)0), 1), =%(H1 &1,

(19, @3 (0), 19}t e 25 (0, -1, )

Jlasbu pauyH je J1aKko 00aBUTH ako 3HaMo Ja BaxH jeaHakoct (10.24) u3 OxkBupa
HIDKE.

(10.23)

7 1 f(x 1
U |X>1 ®$(|0>2 _|1>2) - (_1) v |X>1 ®$(|0>2 _|1>2)' (10.24)
0 Jokas (10.24.).

Ha ocnoBwu (10.21) cnemu:

0, [, 7(0),~[1,) =75 (1) 0@ F00), b, 1@ 10),). (1029

Pasmotpumo ciyudaj X=0.
Tama n.c. (10.25) uma 06mMK:

1
E(|O>l|0 @ f (0)>2 _|0>1 |1@ f (O)>2) ' (10'26)
Axo je f(0)=0, uzpas (10.26) nmocraje:

01(10),~11%,)=(-2)" 5/0), ([0}, I, ).

-
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Axo je f(0)=1, uzpas (10.26) mocraje:

10,91~ 0,0}, -,

Amnanorau npopauys 3a X =1 naje uctu pesynrart, ca f (1) y ekcrioHeHTy,
TaKo Ja ce o0jeumeHo noouja u3pas (10.24). m

Cmenom (10.24) y (10.23) ce mobwuja:
LG e nog L _ ENCITE _ _
2 (H.8)| ([0}, 7500), -[8,)+ (1" 3,750, -1, |

H,®]I. —(( 1)'@10), + (=D |1),) 12 (0), -[1),) (10.27)

kl

Heka je f(0)= f(1). Tama (10.27) mocraje:

L1, (0" ((0) +[1,) 7= (0), -1, =
V2 V2 | (10.28)

-1)'@|0), —=(|0), |1
'®10), 25(0),-11.)
Hekaje f(0)= f(1). Tama (10.27) mocraje:

A1, (0" (0),-[1),) 5 (0),-[1)) =
J_ V2 , (10.29)

-1 1o |1>1 ﬁ (| 0>2 - |1>2)

Wzpazu (10.28) u (10.29) cy 3anpaBo KoHa4HU. Jep y OBHUM H3pa3uMa CTamba
MIPBOT KyOuTa (TIPBOT PETUCTpPa) Cy U3 Oazuca n3payyHaBamwa, U jeOHO3HAYHO Cy Be3aHa
3a JKEJHEHU PE3YIITar: |0>1 « f0)=1(Q), 1., 1>l < f(0)= (). Tako meperven®
HeKke oncepeabne uuja cy C80jCMEeHA CMara Cmara u3 Oazuca uspavynasarsa 1.
KyOuma, pe3yiaTaT Mepema jeIHO3HAYHO BOJU OJrOBOPY Ha TIOCTABJ/HCHO IHTAHbE:
+1 f(0)=f@),-1<> f(0)= f (1. Anoenta je y TOMe Jja ce KBaHTHA IJpHa KyTHja
KOPHUCTHU CaMoO y jeTHOM KOPaKy — IBOCTPYKO OprKe HEro y KJIaCHYHOM CITy4ajy

AHrOpI/ITaM Trjacu:

1. Tlpenapanuja qBa peructpa (CBakH ca Io jeJHUM KyOHUTOM) y CTambe |0>1 |1> )

® IIITo ce jom Ha3MBa M ,,MepereM y 6a3uCy U3padyHaBamba“.
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2 s (0], +[8,) 75 (10), 1.
3. s ((0), + (0 18,) (0}, I,

()"0}, ~=(0), -|1),). F©) = F®)
4. H,®l, \/E

D" 1), 50), -9, 10 = 1@
x)l,x=0,1}.

5. Mepeme y 0azucy uzpauyHaBama MpBOT PETUCTPA, {

10.9.3 Jloju-Joca (Deutsch-Josza) areopumam

Joju-Joca amropuram (Deutsch and Josza 1992) je yommrewe JlojaoBor
aJTOPUTMA.

3AJIATAK: 3anmato je mpeciukaBame ca ckymna ol N OuToBa Ha jefaH OUT. 3aiaTak je
Jla ce yTBpM Jia i je pyHKIMja KoHCTaHTHa, f(X) = const., VX, wm je ,,0amancupana’,
Tj., 1a 3a (MpUOJIMHKHO ) TIOJIOBUHY MOTYhHX yia3a fmaje BpeaHoct 0, a 3a Ipyry MoJIOBUHY
naje pesynrar 1.

dopmanso, npeciikabanse je T : {X1 Xy yeens } {0 1} rje ce ckpaheHo Moxe

ncata X E{Xl,xz,..., Xn},xi =0,1.

®du3nykw, jacHo je: obpana GpyHKIMje ce MOpa 00aBbaTH Ha CKYITy 0J1 Makap N
KyouToBa. Jlakiie, mpBH perrucTap MOpa UMaTH Makap TOJIMKO KYOHTOBA, JOK je 3a APYTH
perucTap J0BOJBHO J1a IMa jeJIaH KyOHT.

KiachuHo, CTOXaCTHYKH aJITOPUTMH MOTY JIaTh CKpaherme 01 ”Ha4Ye OYHTIICTHOT
HoCTyIIKa ja ce 2" Iyra KOpMCTH KiIacHu4Ha LpHa KyTtuja. To ckpaheme, Melyrum, Huje
JI0BOJBHO y Tiopeherby ca kBanTHUM airoputMoM (B. Nielsen and Chuang 2000).

Joj4a u Joca npemnaxy rpad (jJoruuko kono) Ha Ci. 10.12 3a oBaj 3aaaTak.

n

n X X H /_

U
—H y Y @f(x)

H

Cn. 10.12 Ipruna Ha npBOj IMHUjU O03Ha4aBa 1a ce pamu o N kybuToBa y mpBOoM
perucTpy; eKCroHeHT N O3HayaBa WCTOBPEMEHO o0aBibame AjamapoBe
Tparcodpmarije Ha cBUX N KyOHTOBa. Y ApyroM nma camo jenad Kyout. Ha kpajy ce
BpIIM ofipel)eHo Mepere Ha TIPBOM PETUCTPY.
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3a pauyH HaMm je moTpeOHa cneneha jeqaakoct (3amarak 10.4):

2.(-)"[z)

ﬁ®"|X1X2...Xn> - ZTJ 7)=|22,..2,),

rjIe XezZ =Xz ®X,z2,®...® Xz, , Tj., cabupame Mpou3Boaa OUToBa 10 ,Moayry 2% 3a

>

2n/2 '

n=n?

X =00...0, napasno, H®" |OO,,,O> -

,,Cabupame Moaymna 2 je ornepaiiija Koja ce 3a rnap 0MToBa 3a/1aje Kao ,,ACKJbY4IUBO
NI a®b je 0 ako cy BpeaHOCTH JiBa OWTa UCTE, a 1 Y CYIPOTHOM CiIy4ajy. 3a
JBOOUTHE CTpPUHTOBE, a=(3a,a,),b=(b,b,), MHOXEeme a-b=ab ®ayb,, Te ce
TojaBJbyje 0OMYaH Mpou3Bo1 OUTOBA, a;b; (0e3 KoHBeHIIMje 0 cabupamy); IPOU3BOL
nBa OuTa jeqHak je 1 axko cy 006a 6uta jeqnaku 1. YommTeme Ha BUIIICOUTHE HI30BE

Jj€ HETIOCPETHO, Y3 MTPABUIIO aCOIMJaTUBHOCTH, HIIP.,
albl @ a.2b2 @ a3b3 @ a4b4 = (a.lbl @ azbz) @ a3b3 @ a4b4 = a.lbl @ (a2b2 @ a.3b3) @ a4b4 =..

VY nyHoj ananoruju ca (10.24) ce nokasyje cieneha jenHaKoCT:
~ 1 X 1
U | X>1 ®$(|0>2 _|1>2) - (_1)f( ) | X>1 ®$(|0>2 _|1>2 ) ' (10.30)

IJIe ce UMa y BUJY Jia je MPBU perucrap N-KyOUTHU.
Cana MOKeMO M3padyHaTH U KOHAUHO CTame chucTtema 1+2, mpe Mepema.

(A @1,)0, (A @H,)0," |, =(H" oF,)0, zzméu 0.8)
(,80) 2 Ol 210, -,)- X £ (o), -,
(10.31)

(1
2"

%\

Yountu y (10.31): y cymu ce y3 wian Z =0 Hanasu amrumryzaa Z

= O>1 E|O>1®n '

Cana, ako f(0) = f (1), ammiutyna y3 |Z = O> L E|O> l®" je 1. HyxHo, Tanma cy

HapaBHO,

CBe OcTaJle aMIUTUTY/IE jeJiHaKe Hymu. Tana ce, HapaBHO, (10.31) cBoau Ha jenaH diaH:



124

0,75 (10), -[1,). (1032)

Axo, wmehyrmm, f(0)= f(l), 30or mnpermocraBke ma je QyHKIUja
Oanancupana“, ammmryna ys |2 =0), =|0).°" je jensaxa mym. Jlaxne, Tana y (10.31)
Hema wiana (10.32).

OBo Hamehe udejy 3a Mepeme Ha MPBOM KyOHUTY KOje BOJAW pPE3yATaTy, il

f(0)=f(@),wmw f(0)= f(1).Haume, MmepermeM Heke oricepBadiie Ha IPBOM PETUCTPY

YHjU je CBOJCTBEHU Oa3uc Oarl 6a3uc u3padyyHaBamba, IOCTOje caMo JIB€ MOTYhHOCTH: uiu
BpeaHOCT Koja oarosapa cramy (10.32) (mrro oarosapa f(0) = f (1)), wu 6umo koja

Jpyra BpeIHOCT 0cuM oHe koja oarosapa (10.32) (mrro oarosapa f (0) = f (1) ). Hakie,
na 6u ce mojaBuo pesynrar f(0)= f (1), 10BOJbHO je Aa BpeaHOCT OuTa 3a OWUII0 KOJU

KyouT mpBor peructpa Oyae 1. Tume je 3amatak pemieH y camo jeonoj ynompeodu
K8aHMHe ypHe Kymiuje.

AJNropurtam rjiacu:

1. Tpenapaumja y crae |0) " [1),

on 1 1
2. e on/2 Z|X>1$(|O>2 _|1>2)

8 o 3D 0,75 (10,

X

4 T T, (l0), -1

z X

5. Mepeme y 6a3zucy uzpauyHaBama MPBOT PETUCTPA, { X>1 ,x=0,1,2...2" —1} :

10.9.4 Cajmonos (Simon) areopumam

CajmonoB anroputam (Simon 1997) je MCTOPHjCKM ¥ METOJCKH BHILECTPYKO
3HauajaH. [IpBo, 1o je (mopen [oju-JocuHor) jour jenaH (opmanHu 3amaTak 3a KOjU
KBaHTH aIrOPHUTaM J1aje ,,eKCIIOHEHIIUjaTHO yOop3ame** y OHOCY Ha HajOOJbU KIIaCHYHH
anroputam. Jlpyro, oH moka3syje aa, hopMaIHO Majie H3MEHE Yy allrOpUTMY y Tiopehemy
ca nocrojehum (Hnp., [oju-Jocunum), omoryhyjy peliaBame 3Ha4ajHO CIIOKEHUJUX
3ajaraka. Konauno, CajMOHOB anropuraMm je HEKa BpCTa OCHOBE 3a IPBH, INPaBU
KOPUCHH KBaHTHH anroputam — lllopoB anropuram ¢axropusaiyje BeIMKUX OpojeBa
(Bunetu Onespak 10.9.6).

CajMoHOB 1po61eM (KOjer ce THYE alropuTaM) yKasyje U Ha jeJJHy 3Ha4ajKy, allid
U HEKy BpPCTY HEJOCTaTKa, CBUX KBAHTHO-PAYYHCKUX allrOpUTama: Ja OM ce 3aaaTak
YOIIIITE MOTA0 PELINTH, FerOBa MOCTaBKa MOPa HOCUTH M3BECHA OTPaHUYCH:A Y MOTJIEY
¢byHKuuje (mpecnrkaBama) Koja ce ucnuryje. Ta orpanndema (,,o6ehama“ mporpamepy)
cy Beh npucyTHa y rope npecTaBJbeHuM anroputMuma. [lojceTnmo ce: y mpeTxoHum
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ATOPUTMHMA C€ TapaHTyje Ja pa3marpaHa (QyHKIUja uma jeHy O JABEjy MOryhmx

ocoOMHa (WM KOHCTaHTHa, Wi OanmaHcupaHa ¢(yHkimja). be3 Tux ,rapanmnuja‘

(,,obchama*), pasmMaTpanu arOPUTMHU, YUHHU C€, HE OM CE HU MOTJIA CAYMHUTH.
CajmonHoB ipo6Oiiem je crepehu: 3anara je Heka pyHkmmja f Kkoja mpecivkasa

w3 cKyma n 6utosa y ckym n 6utoBa — f:{01}" — {0,1}" . U 3a oBy byHKImjy mocToje
»obehara™: nocmoju ,iepuon’, a, QyHKIHje, Takap aa Baxu f(x)=f(x®a), na je
3ajaTak Hahy Taj Mepro/I Mo 1 MPETIIOCTABKOM JIa j€ JeIHH, Tj., JeOHOZHAUAH.

CajMOH je CauMHHO AITOPUTaM KOJU C€ KBAHTHOMEXAHWYKH MOXE CaXKETH
crnenehum n3pazom:

2n-1 2n-1
0410), = 5377 /X0, > 3wz & Pl 1), Te Doy 0@l fo) -
2n—-1
>y SV ) o), % S0y} £ ),
y:ay=
(10.33)

VY wuzpazy (10.33): aBa peructpa, CBak OJ] IO N KyOWTOBa, MpemapupaH je y
crame |0),|0), ; ycrpaBHa CTpeIHIia 03HaYaBa MEpere Ha IPYTrOM PErHCTPY U OJIroBapa

pesynrary  mepewa  f(Xp); |y TmpopauyHy je  KopumrheHa — jeIHaKOCT

(~1)*0®2}Y —(L1)%Y(—1)*Y 32 mpom3B0z (y SKCTIOHEHTY) ,,MOTya 2%, IIITO je OTepaLja
Koja, HapaBHO, maje wiu 0, wmu 1 xao pesynrar. JleTa/bHO alropuTamMcKO TyMayeHe
n3paza (10.33) je npeamer 3amarka 10.5.

Jlecna ctpana (10.33) cagpxu cymy camo 1o WwiaHOBUMA 3a Koje a-y =0, u To

BaXH 3a cBako y y cymu. Oryma je MepemeM y 0a3ucy Opojaua MpBOT perucTpa
cBejenHo koju he ce pesynTtar ( y;, ca CTOM BepoBatHohoM 2™, Vi) 1oOutu — cBaku he
3a/10BOJbaBaTH HMCTH YCJOB (a-y; =0,Vi). [loHaBbame HCTOr TOCTYNKa (CaKeTor

n3pazom (10.33)) pena BemuuHE n MyTa JOBOJBHO j€ 3a JI0OMjame CHCTEMa JIMHEAPHO
HE3aBUCHUX jeIHAYMHA!

a-y;=0
a-y,=0
a-y,=0

TO jecT JoOujame cHucTeMa jeJHauMHa ca HETPUBHJATHUM pelIeHheM (JIMHeapHO
HE3aBHCHHMM HH30BUMA Y;) — LITO Cy BPEIHOCTH OMTOBA 3a repro/] a . Jlakie, KBaHTHH
anroputam kopucti O(n) xopuihema Opekia Koju OCTBapyje 1aTo MpeciukaBame f .

Haj6ospu KiacHM4YHM anropuTaM HMMa joIll yBEK E€KCIIOHEHLHMJaTHO MHOro yrnoTpeba
opekia (Preskill 1998).
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10.9.5 Ksanmnu ouckpemnu @ypujeos mparcghopm (K[DT)

OcHoBy kopucHux anroputama (B. Ognesmak 10.9.6) umnu, 13B., KBantHu
Huckpernu @ypujeos Tpancdopm (KADT). Pagu ce 0 KBaHTHOM yonIITeHY KIACHIHOT
muckperHor DypujeoBor TpaHchopma.

BepoBarHO HajkOpUCHHMja KJIACM4YHA ormepanvja je ouckpemuu DypHjeoB
tparchopm (ADT). Ona ce nedunmie cnenehum nzpazom:

X

N-1
J —>xj'=iN S exp(2ik/ N)x, , (10.34)

k=0
TJIE CY X, Komniekchu 6pojesu’ Koju TIPeICTaBIbajy KOMIIOHEHTE KOMIUIEKCHOT BEKTOPA
X=Xy, X,y Xy_y) - VI3pa3 (10.34) mpencraiba, HapaBHO, TpaHC(oOpMalHjy BEKTOpa

(IpecrKkaBame BEKTOpa jeHOT y APyrH, X —> X') Kpo3 3aaare TpaHchopmaruje
HETOBUX KOMIIOHEHTH.
[lo ananoruju ce yBou kBautau JJOT (KADT):

1)) Ti xp(2izk/N)k), (10.35a)
rae {|j),j=01..,N-1} je jenan OHB y npocropy crama. Hapasro, (10.35a) je
EKBUBAJICHTHO Ca:

N-1
x| i) —>Zxk k), (10.356)

j=0
IJIE Ce 32 ,, AMILTUTY I (T)., 32 KOHCTAHTE Y Pa3Bojy MO Pa3IUYUTHM Oasucuma), X;, X,

, 3a71aje npeciukaBame (10.35a).
Tpauchopmanmja (10.35a, 6) je yuumapna. Jloxas (Bunetu u (10.45)):

(ili)=

1 > expl(2ixi(k —k')/ NXk|k') =
N | &

(10.36)

(2i7(k—K')/ N)Sye| =1

Kaxko camo yHUTapHu orniepaTtopy cadyBaBajy HOpMY BeKTOpa y Xuia0epToBOM IPOCTOpY,
JI0Ka3 je 3aBplieH. AM oTyza nocroju U uasep3uu KADT:

1K) —)% > exp(~2izik/N) j). (10.37)

" Peannu GpojeBH Cy CIELMjaNaH cllydaj KOMIUIEKCHUX OpojeBa.
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3a cuctem on N kyoumosa, N =2". Tama ce uzpas (10.35) Thue enemenara u3
0asuca W3pavdyHaBamba, {| i> ,i=01,...,2" —1} . ITlocebno Baxan mnpumep je

Tparcopmariija crama |0) = ®;_y n|0>

E
2"-1

0) +%§|k>. (10.38)

3ajarak je HalpaBUTH KBAHTHO JIOTMYKO KoJio (opeki) 3a (10.35). V Ty cBpxy
HEOIIXO/THO j€ YBECTU M3BECHE O3HAKE JaTe Y pamy HCIOI.

CBakoM yenom Opojy | jeAHO3HAYHO CE MOTY MPUAPYKUTHU JIBA OUHOMHA 3ATTHCA:
(1)  (cmanoaponu 6unomnu 3anuc)

j= 02+ 27 4,2, 5 Vi e 0,1, 2" -1, (10.39)

(2)  (oeyumannu ounommnu 3anuc)

T [ [ In
0. T et S 10.40
JI JI+1JI+2 Jm 2 + 4 + 2m—|+1 ( )

[TIPUMEP: bpoj j =3. Heka je N =3. Tana cBaku KyOuT, Kpo3 CBOj 6a3KC U3padyHaBamba,
|i>,i =01, 1aje jemam O6ur Opoja j=3. Tama je nOpBM  3anmcC

j=3=(j;=0,j, =1 js=1)=j;2 >+ j,2 > %+ j32 >3 =0+2+1=3.

Hemmmanau 3ammc ce jgo0mja KomOmHammjom OwmroBa J,,1=1,2,3. Ha mnpumep,
0.1}, 50.01:%+%:Z,a 0.y s 50.011:%+%+§3:gzé.yonmeH,eHa

MIPOM3BOJEHO N je HermoCcpeHo.

[Tomohy 3amuca (10.39) u (10.40) u y3 mano naxmwe, uzpa3z (10.35) ce moxe
3anucatH y crieaeheM oONuKy:

KDFT

1j) = ljgz wjn) —

(10)n+exp(2im0.jn)|1)n) (10)n—1+€XP(2im0.jn—1jn) [1)n—1) .(10) 1 +€Xp(2im0.j1 2 ... jn) |1)1)

- . (10.41)
N3pa3 (10.41) omoryhyje KOHCTpyHCame JOTHUKOT KoJia (OpeKiia - IipHe KyTH]e)
3a KII®T. Paau Tora notpebHo je aedHHrUCaTH IBOKYOUTHY YHHTAPHY Oneparijy R,
KOja y penpe3eHTanuju 06asrca n3padyHaBama pecTaBiba ONepalu]jy AaTy MaTpULoM:

1 0
R :[0 exp(znilzk)]' (10.42)
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Tana cnenehu rpad npemcraBiba moruuko koo 3a KJIDT:

T>S0

Cn. 10.13 Jlornuko koo ca civke nMmruieMenTrpa onepanujy (10.41). Konrpomicane
onepatmje cy C— R, , rme cy nsokyourne omepauuje Ry neduxucane mspazom
(10.42), u unpexc K ce mojabyje ka0 Opoj y MpaBOyraoHMIUMa — JIOTHYKHM
onepanujama. Omnepammja SWAP  oophe pemocnen BpemHocTH — KyOuTOBA:
SWAP (jyJz--Jn-10n) = UnJn-a---J2J1) -

10.9.6 Kopucnu aneopummu

JlojuoB, Jloju-Joca, ma u CajMOHOB alrOpUTaM C€ HE THIY KOPUCHHUX PAUyHCKHUX
3amataka. OHU MPE/ICTaBIbajy CaMO KOPUCHE METOJICKE MO/IETIE.

[IpaBa KOpUCT O/ KBAaHTHOT pauyHama THYE CE KIACUYHO MEWIKUX 3a7aTaKa
KOJU CYy K6AHMHO J1aKu y CMUCITYy TEOpHje KOMIUIEKCHOCTH, a IIPU TOME MPEACTaBIbajy
MaTeMaTudKe 3a/1aTKe O]l Wiupoke Kopucmu. Y OBOM CMHUCIY TJIaBHU TmocTojehu
KBaHTHU aJropuTam je, T3B., [llopos xkeéanmuu ancopumam (GakTopucama BETUKHX
OpojeBa (Kao W HM3pavyyHaBama, T3B., JUCKpETHOT joraputMma). OBaj aJropuraM naaje
MPAKTUYHO eKCHOHEHUUJATHO YOp3arse y 00HOCY HA HAjOPHCU KIACUYHU A120pUmam
(dakTopucama Benukux OpojeBa. ExcrioneniujanHo yopsame y LllopoBom anroputmy
({ooamax 10.3) nocnenuna je npumere KJDT .

OBze Bpeau moMeHyTd U ['poBepoB anmropurtam 3a yOp3ame Iperpare ,,0a3e

noJIaTaka, Koju jiaje JN yOp3ame y 0JJHOCY Ha HEONXOHUX, KiacnuHuX, N Kopaka
y ucToj petpasu (8. Jooamax 10.4).

Otyna ce moxe pehu 1a ce mpaBa KOPUCT OJ1 KBAHTHOT padyHama TEK MOXKE
OUYEKHBATH.

10.10 Kopekuuja cpewiaxa

IocToje nBe BpcTe rpeliaka o UHTepeca, Kako je Beh ucrakuyro y Oznessky 1.4.
IIpsa epcma THYE ce HEUACATHOCTU ONepalja W/ KBAaHTHHX MEpea Ha CUCTEMY
KyOuTOBa. /[pyea epcma rpelaka moTude o1 yTullaja OKpyKemwa Ha PU3NIKe KyOUTOBE
Ha KOjrMa ce 00aBJba MPOLIECUPAILE.
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[IpBa Bpcra rpemaka je penaTuBHO Oe3as3lieHa, jep Majie Trpemike (Maa
OJICTyIIaka OJ WJCATHO 3aMHILUBCHUX OMepalyja) BOAEC M MMM TpellkaMa Y
BepoBaTHOhaMa Mepema, Tj., Y KOHAYHOM pe3ynTary padyHama. OBO ce MOXE JIaKo
nokazari. OszHaunmo ca U kesbeHy, aca U ' ocTBapeHy TpaHC(hOpPMAIH]y, X Heka BaKH

‘<w|(U —U') ;()‘ <<1,3a ca Hopmupana crawa |y)|y). Tama he u oxrosapajyhe
BepoBaTHOhe Mepema, Heke P, P, , Ontu npubmwkHo jenHake. Hamme, xaxo (Onerpak
2.2, wpas (I1.2)) p,=(w[J "BU|y) u p\=(w[J" "PU|w), To ce (y3 copru ycos
MPUOIMKHOCTH OTiepaliyja) qoouja:

P, P, =[p0 BT -0y + (v [0 -0) BUw) - (w0 -U") B0 -0 =
(w0 B0 -0y + (w0 -0 PG Jw)| =2l [0 -0") U =
20 -07) B 2] < 2w [0 -0 | )] <<1

(10.43)

Ca ppyre crpaHe, TpelIKe YClel YTUIaja OKPYKEHha Cy [0 TpPaBHITY
HEKOHTPOJAOMITHE — CTOXACTHUKE Cy MpUpoze’. MeTou KopekiHje TaKBHX Tpelaka
(error correction codes) ce 3acHHBajy Ha jeIHOCTABHOJ UJCjH: aKO CC HEKH OUT HHDOP-
Malfije Moke M3TyOuTH yciie 1 mryma (Tj., IITyM U3a31uBa MPOMEHY CTamba (pu3nykor OuTa),
OHIA je JIOTMYHO 1A CE YMECTO jeJHOT (P3HUKOT OMTA KOPHUCTH CKYIT (DH3HUKIX OUTOBA,
Kako 61 O6poj butoBa MH(MOpPMAITHje 0CTA0 CavyBaH 3a JaJbe MPOIIECCUPAHE.

Pa3BujeHn cy m MeTOJM KBaHTHE KOPEKIMje Tpemiaka. Y OBOM MOJCIY ce
KOpEKIIMja Tpellaka BpIIM y TOKY IMOCTYIKAa padyyHama: Ha CHCTEMYy KyOWUTOBa ce
MOBPEMEHO BpIH o/jpe)eHO KBaHTHO MEPEHhe, TUME YTBP/IU I'PEIKa, U KOPUTY]e ce, 1a
ce pauyHarme HacTaBsba'’,

Teopujcko 3acHHBaE MOCTYIAKa MONPaBKe Tpeliaka, Tj., 0opoe MPOTUB, T3B.,
JEKOXEpEHIIH]e, j6 OOMMHO TI0Jb€ TEOPHJCKOT U MPAKTHYHOT MCTPAKUBAA YHjE TIPE]I-
CTaBJbakbE 3aXTEBA 3HAYAjaH MPOCTOP M MPECTaBba oceOHy TeMy — 13B., fault tolerant
KBaHTHO payyHame — KOja 3Ha4ajHO MPeBa3HiIa3y OBJIC YCBOJEHE OKBHUPE MPE/ICTABIbakba
OCHOBa KBaHTHE MH(OpPMATHKE (32 alTepHATHBE METOJY KOPEKIIMje rperiaka BUIACTH
Jooamax 10.5).

Ha kpajy oBor o/ieJbKa joIl caMO UCTaKHUMO:

8 Vruuaj kyOuTOBa Ha OKPYKEH-E CE HA3UBA JIEKOXEPEHIM]jOM, 0K CE YTHIAj OKPYKEHha HA KyOUTOBE
Ha3uBa ,,KBAaHTHH MIyM* — y 00a caydaja ce ryon nH(pOopManuja o CTamy KyOUTOBA.

® Vneannu cryuaj Kaja HeMa CIIOJbalIEber [IyMa, HapaBHO, OJIr0Bapa OJIHOCY: jelaH (pU3HIKH OMT 32
jenaH 6ut uHpOpMAaIHje.

9 Mpouemyje ce na he kopexumja rpemaka yzetn 10 90% BpeMeHa paja KBAHTHOT pauyHapa, a Ja
he, oner, y mopehemy ca KI1acHUYHUM, YKYITHA TIPOIEypa KBAHTHOT padyHama ONTH Ol KOPHUCTH.
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Mon oppeheHum rnpemrocmaskama Koje ce Tudy ydvecTtanoctm (u
nponaraumje) epewaka y xapasepy, NocToju Moen KBaHTHOI padyHara 3a
KOju ce Moxe pehu Aa je UMyH Ha rpeLlKke ycres yTuuaja okpy>KeHa U Koju
cadyBaBa NpegHOCTN KBAHTHOr y OAHOCY Ha KMacM4yHO padvyHawe — T3B.,

fault-tolerant mogen padyHama.

10.11 Keanmmnu xapoeep

EKCHepI/IMeHTaJ'IHO n3ydaBalkbe 1 UMIITICMCHTUPAKLC KBAHTHUX aJlrOpUTaMa Ce

MHTCH3UBHO 00aBJba HA PA3MYUTHM (H3UYKUM OCHOBAMa — PAa3IMYUTOM KBAHTHOM
XapzBepy. Y OKBHpY IapaJurMe Mojiesia-Kojia KBaHTHOT paqyHarba, OCHOBHH 3a/1alH Y
JM3ajHUpamy KBaHTHOT Xapasepa cy (DiVincenzo 2001):

(A) Hdedunncame 1ako MEPUBHX U ,,KOHTPOJIAOWIHUX * KyOUTOBA (JeTHOKYOUTHUX
YHHUTapHUX TpaHchopmalinja),

(B) Jlaka mmmemenTarmja C —NOT (HapaBHO, 1BOKYOHTHE) TpaHC(hOpManyje,
(B) Jlako u O6p30 o0OaBbamke KBAHTHUX MEPEHa Ha CKYITy KyOHTOBA,

(I') CkanmabumHoCT XapaBepa — IITO je 3axTeB Ja yBehame Opoja kyouToBa (y
perucTprMa) He BOJU APACTUYHUM KOMIUTMKAIMjaMa y CMUCITY 33/10BOJbEHha TaYaKa
A-B, xao HU HapyIIewky NPETIOCTaBKU O TPELIKaMa Y XapABEPY YCIIE CIIOJbalImbEr
ryma,

(/1) Moryhnoct HenocpemHor 06e30ehuBama dodammuux Kyoumosa xao mpocTopa 3a
paj, KOju Ce HUTH OYMTaBa]y, HUTH YYECTBY]Y Y YTBphHBamy pe3yirata padyHama
(HIIp., Y MOCTYNIMMAa KOPEKIIH]e TPelaKa).

OBu YCJIOBH U IbUXOBAa HUCITYHJBUBOCT CC MHTCH3UBHO I/I3yanajy Ha CJ'ICI[ehI/IM

BpcTaMa KBaHTHOT XapjBepa (Buzaetu u Jooamax 8.1):

1) poronu (photons),

2) aTOMCKH | JOHCKH TparioBu (atomic, ion traps),

3) aToMH y PEe30HAHTHHUM €JIEKTPOMAarHETHUM MOJBUMA Y , iryrubuHA (Quantum
Electrodynamic Cavity — QED cavities),

4) kBanTHe Tauke (quantum dots),

5) Kejror mozen (Kane s model),

6) Usmencku'! uareparyjyhu cnmuosu (exchange interacting spins), ut.

Ha Cn. 10.14 npencrasbeH je KejHoB mpemtor (Mozen) KBaHTHOT padyHapa

(Kane 1998).

I/ICL[pHHO IpeACTaBIbalbC OBOT ICJId KBAHTHE I/IH(I)OpMaTI/IKe JAJICKO IpeBa3uia3su

OKBHUPC YBOJHOI' KypCa, 4 HCKH HU3BOPU Y OBOM CMHUCITY HABCACHU CY Ha Kpajy OBOI'
TIIorjiaBJba.

11 Ts3p., Xajsenbeprosa unrepakumja (Heisenberg, wi exchange interaction, y ¢usuim uspcror
cTama) y CHCTeMY CrinHOBa-1/2.
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T=100 mK Bac & 102 Tesla)
FB (= 2 Tesla)
G - Gates

A - Gates —

| Barijera
Si

3t Spt Substrate

Cn. 10.14 CrnimnoBw jesrapa docdopa-31 cy pusmiky KyOHUTOBH: CIMHCKO CTakh€ jeIHOT je3rpa
npeicTaBba (pU3ndKy (a Oe3 nryma u nHpopMaTHIKK) KyOuT. Je3rpa cy cMellTeHa y yATpaulcTi
CunUyujym, a U3HaJ| lbUX Cy YTHCHYTE MPOBOJIHE XKHUIIle Koje, (PU3MIKUM YTHIajeM Ha CIIMHOBE

jesrapa, MMIUIEMEHTUpajy YHHUTapHe orepauyje. MaHumynanpja enektpoHuMma o0e3oehyje
eexruBHO MelyyenoBame KyOUTOBA.

Kao u na Cn. 10.14, mo npaBuiny, mehynenoBama y cKymmy KyoutoBa (KOjuM ce
YCIOCTaBJbajy CIUIETCHOCTH) C€ CHO/bA U3A3UBAjy U Konmpoauusy. Pazior Tome je mto
BehnHa JUpEKTHUX QU3MUKAX HMHTEpakiyja mehy KyOwroBMMa HHje 3rojaHa 3a
MMIUIEMEHTHpake MOTPEOHUX YHUTAPHUX OTIepaliyja Ha KyOUTOBHUMA.

10.12 Anmepnamuenu mooenu K6AaHMHOZ payyHaroa

,MoJen-Kona“ KBaHTHO padyHame je caMo je[Ha MapajurMa KBaHTHOT
pauyHama. [locToje u npyru Mozenu (mapaaurme), 1 y OBOM TPEHYTKY HHj€ jJaCHO KOJ!
O]l VX — aKO Hje/IaH — he U npakmuyuno OUTH KOPUCTaH U OCTBApCH.

[Ipumep anrepHaTuBE y OBOM CMHUCIY je, T3B., ,.Keaumuo adujabamcko
pauynare’ (Farhi et al 2001, Childs and Farhi 2001) y kojeM HeMa JIOTHYKHX KOJIa
aliroprTamMa Koju Ce 3aCHHMBAjy Ha YHHBEP3aJIHOM CKYIy CJIEMEHTapHHX OIepalluja.
Ou3nuky, OBaj MOJEN Cce€ 3acHMBa Ha cienehoj KBAaHTHOMEXaHWYKO] WJCH:
(aoujabamcka  xunomesa'?) KBaHTHM CHCTEM 4YHMjU Ce€ BPEMEHCKM 3aBUCAH
XaMUITOHHjAH 0060/bHO CHOPO MeFbd, MOXKE y CBAKOM TPEHYTKY OUTH Y OCHOBHOM
cTalby XaMWITOHMjaHa Je(uHHUCAHOT THUM TpeHyTKoM. lcrmocraBiba ce Ja TakBa
€BOJIyLIMja CTama (HIp., CHOPOM IPOMEHOM HEKOI KJIACHYHOI CIIOJBAIIET I10Jba)
KBAaHTHOI' CHICTEMa OJIr0Bapa pellaBamby HEKUX PAUyHCKH TELIKMX 3aaTaKka KJacHyHe
Teopuje KoMIuleKkcHocTH. OBaj MOJIeNT MMa YWTaB HU3 OTBOPEHUX NMUTamha BE3aHUX 3a
MOTIIYHOCT MOJIENIa Y CMUCITY YHUBEP3IHOCTH, T€ IOCTYyIIaKa KOPUTOBaba Ipelaka, yak
aKo Cy W TPETHOCTaBKe aaujabarcke XumoTe3e ucmymeHe. OTynma je TO JoIn yBeK
HETIOTITYH TPeJUIOT.

12 Bunern, nip., y Messiah 1976.
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3a pa3nuKy of] peTxoHe, cieneha anrepHaTBa 030MIBHO KOHKYPHILIE MOCITY-
KOJIa KBaHTHOI payyHama. Pamu ce o, T3B., ,KiacmepHom KBAaHTHOM padyHamby
(Ha3BaHoT joI u: “One-way” kBaHTHO pauyHame Raussendorf and Briegel 2002, kao u
“measurement-based” keantHo pauyHame Nielsen 2001), Tj., 0 HHreHHO3HOM OTKpuUhy
on crpane Paycenmopda u bpuremna (Raussendorf and Briegel 2001). Kao u xox
amMjabaTckor MoJieNia, HM OBJIe HeMa KBAaHTHUX JIOTUYKUX KOJIa KOja Ou Ce CYKIIECUBHO
npuMemrBaia. Pamu ce o Hu3y Mel)ycoOHO yCIOB/BEHUX KBaHTHUX MEPEHha Ha CUCTEMY
KyOMTOBa KOjU je TPETXOJHO NPHUIPEMIBEH Y BHCOKO-CIUIETEHO CTame. [loyeTHO
(BHCOKO-CIUIETEHO) CTame, pelocienl U u300p KBaHTHUX Mepema ojpelyjy mocrynak
KBaHTHOT pauyHama. OBaj Moien je, 300T Mepema, UpeBep3uOMIIaH U UMa YaK U O/ITUKE
JIETEPMUHHUCAHOCTH. YHUCTHUHY MMa O/UIMKE YHUBEP3AJIHOCTH W BpPJO jETHOCTABHO
penpoiyKyje CBE€ OCHOBHE JIOTMUKE Karuje Koje cy npeactaBibeHe y Onespky 10. Hberosa
eKCIIepUMEHTAlTHAa OCTBApPJBUBOCT, Koja je HemaBHo nmotBphena (Walther et al 2005, a
ncoeOHo Lim et al 2006), morna 6u BoguTH TPaBOM, CKAIAOMIIHOM MOJIENTY KBAHTHOT
padyHama Koju 01 OMO M €eKOHOMCKH UCTIIATHB.

3akJbyuyak OBOT 0/I€JbKa j€ OUMIJIE/IaH: Y OBOM TPEHYTKY HHj€ JaCHO, YakK, HU KOjU
MOJZECJI KBAHTHOI' padyyHamkba 01 ce MOTao MCIOCTAaBUTH MMPaKTUIHO KOPHCTaH. CacBum
CUT'YpHO, y HapacTajyho] KOHKYpEeHILIW]jU, IJIaBHH KPUTEPHUJyM y OBOM CMHUCTy Ouhe
€KOHOMCKA HCIUIaTUBOCT.

JIMTEPATYPA U IAJbE UNTAIGE:

- 3a getasbe y oBoM Ilornasiby koHcyaroBats Kibury Nielsen and Chuang 2000, a 3a
puropo3uuju Maremariuku Tperman Kitaev et al 2002. Jomr jenna xkoprcHa, onmiTa
pedepenta je Preskill 1998.

- U3Banpenan mnpuka3 HeuspauyHmueux (yHKIMja 1mat je y Kmu3u lleHpoysa
(Penrose 1996).

- JToka3 Teopema 10.1 ce moxe Hahu, uHrp., y kiu3u Nielsen and Chuang 2000.

- KBanTHu xaposep je Basbano npencrasibeH y kibuzu Nielsen and Chuang 2000, amu
Op3u pa3Boj OBOT Jesia 001acTH KBaHTHE MH(GOPMATHKE Ce HE MOJKE 3a/I0BOJbaBajyhe
npatutd 0e3 mpetpare myreM MHTepHera, HIp., ca ynutiMa “‘quantum hardware”,
“(models of) quantum bits (qubits)” u cimumo.

- YV Be3u ca agujabaTcKUM MOJEIOM padyHama MOKpeHyTH VMIHTepHeT mperpary,
urp., mox ¢pasom “adiabatic quantum computation”.

- Y Be3u ca MOJIEJIOM KJIAaCTEPHOT padyHama MOKPEHYTH MIPETpary, HIp., o] ppazom
“cluster quantum computation”, wmx “one-way quantum computation”, wH
“measurement-based quantum computation”.

- MeTou KOpeKIMje rpelaka ce, Ha OCHOBHOM HUBOY, Mory Hahu y kisu3u Nielsen
and Chuang 2000, kao u Preskill 1998.
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3AJIALII

10.1 Ucnuratu nenoBame cinenehux, ,,060Hus0ckux™, MaTpuIia:

a b 0) («a 0 p

c d 0[,|[0 1 0.

0 01 y 0 ¢

Pememe

a b 0Yi ai+bj) (¢ 0 pBYi al + pK

c d Ofjl=|ci+dj|,|0 1 0O jl= j

0 0 1)k k y 0 o)\k + Ak
(10a)

YouuTH HENpOMEHEHOCT jelHE BPCTE€ Yy MaTpullaMa-KOJIOHaMa Koje MpECTaBibajy perpe3cHTaluje
KBAHTHHX CTarba. Y IPaBO NPOMEHJBHBOCT CaMo JIBE BPCTE MATpHIIE KOJIOHE je e MHHIHja IBOHUBOCKUX
MaTpHIa.

10.2. TlokazaTu ma TPOW3BOJ JBE JIBOHMBOCKE MAaTpWIle HE MOpa OUTH W caMm

JIBOHUBOCKA MaTpHIIA.
VYIIyTcTBO: OMHOXXHTH JIBOHMBOCKE MATpHLIC M3 MPETXOIHOr 3aJaTkKa M JI0Ka3aTh Jia ce He Jo0Ouja
JIBOHMBOCKA MaTpHIIA.

10.3 /loka3zatu jemHAKOCT JIOTHYKHX KOJIa Ha CITUIIH:

- ‘

J

= ]

1V V+ V

y3 cienehy nedununmjy jenHoxybutHe onepauuje, V = (1—;')( I —iX ) . YouuTH 1a KoJio
ca JIecHe CTpaHe, denyjyhu na enemenme b6azuca uspayyHasarsd, 3apaBo UMILIEMEHTHPA
TodomujeBy kamujy (Onesvak 1.5 u Jooamax 1.2).

Pememe: JIokas je mat 3a jeman u300p MOYETHUX BPETHOCTH KyOuTa (BPeAHOCTH M3 Oa3rca H3padyHaBamka),
a cBe ocraJie KOMOMHAIH]Ee Ce MOTY MPOBEPHUTH, Tj., AOKA3aTH, Ha FICTH HAYMH,

1
L L 4
1 ; 0 O o 1 1
IR
c Vc +1 Ve VVc=Xc
V \V/ V
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rie je kopumheno: VV =V 2 = X . Vimajyhu y Buay 1a 3a |C> ,¢ = 0,1(6a3uc nspauyHaBama), BpEIHOCT
tpeher kyoura je: X |C> = |5> , IITO je y ckiamy ca a.c. (nepunummja Todpommjee xammje, 3agatak 1.6 y
IMornassby |, u Jodamax 1.2), tne spennoct tpeher Oura m3Hocn: C@1-1=cPD1=CT.

10.4 TToka3aTy BaJbaHOCT jeTHAKOCTH:
l_fi ®n _ 1 2_1( 1)X~Z . _ "3
|X>—2r172— |Z>, Toe je X-Z2=X%2 ®Xy2,..0X,2, 4 ,,® 03HauUaBa
z=0

cabupame ,,Moyna 2.
Pemermse: [TpoBeprMo MPBO 32 jenaH KyOuT.

AI0) = (o) + )= 3 (-2Pl0)+ (-1 )
Al = (0)-[1)= L (-2 l0) -0 w)

3a ;1Ba KyOUTa Yy pErucTpy:

n ~ 1 1 1

A, @ H,100),, =—(0), +[1), )0 2=(0), +[1),)=3(00)+]01) +[10) + 1)
a Ha OCHOBH JeTHAKOCTH CJIEIU

%((_ 1)0-0@0-0 | 00> " (_ 1)0-0@0-1| 01> 4 (_ 1)0-1@0-0 |10> 4 (_ 1)0-1@0-1|11>) _

(106)

~(07100) + (-2** 01 + (-1P[10) + (-1 1) -

%(]oo) +01) +]10) +[11) )

A, @ H,J01),, = (0), +[1),)® 7 (0), ~[1),)= 5 (00} ~[01) + 10)~[11)

a Ha OCHOBH jJ€JTHAKOCTH CJIe/IH

% ((_ 1)0»0@140 | OO> N (_ 1)0-0@1»1| 01> N (_ 1)0»1@10 |10> " (_ 1)0~1®141|11>) _

2 (07*100) + (-2 o) + (-1**Ja0) + (-1

~(100)~[01)+ 10) - |11))

1 aHAJIOTHO 32 CBE OCTalle KOMOMHAIM]E. Y OUMTH Ja Y TOPEIM H3pa3ruMa IPBO CTOjH TadaH U3pa3, OBOjeH
3ape30M Off OCTaTKa, KOjH je JOOWjeH MPUMEHOM jeTHAKOCTH KOja ce JOKa3yje.
Maro nmaxkse Tpeba Ia ce youu Ja IaTé U3pa3 BaXkd 3a IPOU3BOJbaH Opoj KyOUTOBA Y PETUCTDY.

10.5 Y uzpazy (10.33) pactymauuTH CBE KOpake, Tj., BOJOPAaBHE CTPENHILIE KA0 YHUTApHE
onepanyje. [Ipy TOMe KOPHUCTHTH pe3yaTaT MpPeTXOAHOT 3ajaTka, Kao U OIIITY
nepuHUIM]y JenoBama opekia. Ha ocHOBM Tora HamucaTu ajaropurtam (Io yriieay Ha
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alrTOpUTMe, KOpak 1Mo Kopak, 3a J{ojuoB wim J{oju-JocuH anropuram), Kao U HaIpTaTH

rpad — o yrnemy Ha Cn. 10.12.
Pemreme: Kopucrehn pesynrar 3amarka 10.4 n nedrHnmyy neiosama opexita (10.30), n3pas (10.33) 3ampaso oxrosapa
creniehieM anropuTMy:

1. TIpenapaimja crama |00>12 JIBa PETHCTPa, CBaKy ca 110 N KyOWTOBa,

2.0 °"®T,,
3Ug,

4. Mepeme Ha 2. perucrpy, y 6asucy n3pavyyHaBama,

5 H ®"®T,.

(6. Mepeme y 6a3ucy U3padyHaBama Ha IPBOM PETHCTPY.)

10.6 Jokazatu na xoso ca Ci. 10.13 ummuiementupa onepauujy (10.41).

10.7 Ha ocnoBu Ci. 10.13 xoHcTpyHncaru Koo koje oarosapa nasepsnom KJDT.
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XI THOOPMATHYKA ®OPMYJIALIUJA ITPOBJIEMA KBAHTHOI'
MEPEIbA

[NocTynak KBaHTHOT Mepema y KBAaHTHOM HMH()OPMATUYKOM IPOLIECHPAILY CE,
e(EeKTUBHO, KOPUCTH K0 eleMeHmapHa TOTAYKA OTiepaliyja Koja, Kao IITO je HarIanieHo
y [lornasswy 1V, donocu knacuuny unghopmayujy, xoja je u pe3ynrar padyHama. pyrum
pedrMa: KBaHTHO MEpPEHe MPEJICTaBIba ,,YypHY Kymuj)" KBaHTHE HHPOpPMATHUKE.

3a pa3znuKy 0o/ KBaHTHOT MEpEHa, er3UCTEHIHja 3a CBE JpYre ,lpHE KyTHje™
(Onespax 10.9.1) je rapanToBana yHuBep3aiHoIhy KBaHTHOT pauyHamwa (Teopem 10.2).
[pu ToMe, 1 3a pa3nuKy OJ] KBAaHTHOT MEPEHha, OBE IPHE KyTH]je Cy YHUTApHE OTeparmje
Ha cucteMmy KyontoBa. KBaHTHO Mepemse, Mak, MpecTaBsba, €PEeKTUBHO, HEYHUTApHY (a
eeKTUBHO U UPEBEP3UOIITHY) TpaHchopmalnjy crama kyouta (Onespak 3.8 u 4.3), e
Ce JI0Ka3 YHMBEP3ATHOCTH KBAaHTHOT pavyyHama HUTH THYE, HU JOTHYC ,I[PHE KYTH]je
KBaHTHOT Mepema ‘.

Jlakne, Teopuja KBaHTHE HMH(GOpPMATHUKE HE JONPHUHOCH MPOOJIEMY Mepema
(Onermak 4.3). 3a oBo Ma BHIIe paziora. [[pBo, HEYyHUTapHOCT KBaHTHOT MEPEHha ce He
MO’K€ 3aCHOBAaTH CaMO Ha YHUTApHUM orepatiijama (ornucanum Teopemom 10.2). [Ipyro,
MeXaHU3aM TIpolieca Mepera ce W He MOCTaBJba Kao 3a[aTak OBE TEOPHje: MEPEHE Cce
KOPHCTH Kao eJIEMEHTapHa OTepalirja, Haropeao ca yHUTapHUM OTiepaliijama Ha CKYITY
kyoutoBa. Tpehe, KBaHTHO MepeHe MPOU3BOJEHE OTICEPBAOIIE CE MOXKE CUMYJIMPATH Ha
kBanTHOM pauyHapy, amu (Nielsen and Chuang 2000) 3axreBa kopwumiheme camor
MOCTYIKa Mepema (Ha mpumep, y 0a3ucy m3padyHaBama). OTyaa mporec KBaHTHOT
Mepera Ma HeOOMYaH CTaTyC Y KBAaHTHO] HH(POPMATHUIN — CTATYC ,, JOHOCUOYA 00TyKe
(0 kxespeHO] MHGOpPMAIMjU O CHUCTEMY), alM Oe3 TO3HaBamka MEXaHW3Ma Ipoleca
Mepema, U 6e3 MoryhHocTH Aa ce ,,JOHOCWIIAIl OJUTyKe™ U caM MPOBEpH, U3Yy4dH, WU
ormume'. OTyza je HpoOineM KBAaHTHOT Mepema OTBOPEH M Yy OKBUPUMA KBAaHTHE
nH(pOPMATHKE.

Tako ce nmpoGneM Mepera y OKBUpHMa KBaHTe HH(OpPMAaTUKe MOxke (hopMyrrcaTu
Ha cneaehu HauMH:

0a 1w ce npoyec KGAHMHO2 Meperbd MONCE K8AHMHO-UHDOPMAMUYKU
onucamu, an maxo 0a cam npoyec meperba (Heke oncepsabne) He® Hyode
npu mome Kopuwihen (y npomoxoxy, wiu y aiecopummy Kojum ce npoyec
Mepervba onucyje)?

Nmajyhu y Bugy HeyHuTapHOCT npoueca Mepewa (Onesbak 3.8 u 4.3 — [yeuh
2004, Wheeler and Zurek 1983, d ‘Espagnat 1971), a mamrehu yHHBEP3aTHOCT KBAHTHOT
pauyHamwa (Teopem 10.2), jedna mocyha cmpameeuja y paspeliaBamy OBOT IpodiieMa
6u morna 6utu cineaeha. Haume, unnu ce 1a 6u 106ap myT y OBOM CMHUCITY MOTIJIa OUTH
1oTpara 3a HOBUM, (DYHOAMEHMANHUM 3aKOHOM (hu3uxke KOJU JIEKH Yy OCHOBHU
UpPEeBEepP3MOMITHOCTH Tpolieca KBaHTHOT Mepewa. dopmymmcame TakBor 3akoHa 01 OHo

! E¢hextrBHO, KBAaHTHO MEpERE CE OBJIE MOjaBIbYyje Kao Heka BpcTa deus ex machina.
2 Kopumheme Mepema (Heke orcepBadie) paad CHUMYJIHparma KBAaHTHOT Mepema (OMIo Koje
orcepBa0iie), y HalleM KOHTEKCTY, Omma 6u circulus viciousus - mormdka (4 MEeTOCKa) TPEIKa.
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(byHIaMEHTAIHN HAay4YHH JONPHHOC KOjU OM H3BECHO BOJHO MpedopMyanuju
KBaHTHOMEXaHHYKe, ald U Teopuje KBaHTHe MHpopmaruke. Haumn Ha koju Ou Te
npedopmynaiyje Oune 00aBJbeHE je HEIITO 0 YeMY Ce, Y OBOM TPEHYTKY, MOXKE CaMo
CIIEKYJTHPATH.

CaejenHo, jemHOM (hOPMYITHCaH, TakaB (DU3HYKH 3aKOH OM TPEJICTaBIHA0 (PU3HUKY
JIMHAMKKY KOjy OM Ba/ballo CHMYJIMpATH Ha (KBAHTHOM) padyHapy. Y 060m KOHMeEKCmY,
npoOJieM Mepera O TI1acho:

0a U npoyec meperba npedcmas/ba N3PAvyHIbUB hu3uyKu npoyec, mj., 0d
JIU Ce OH MOJICEe ANCOPUMAMCKU cumyaupamu?

3aHNMJBHBO j€ CIIEKYJIMpPaTH O MOT'YhHOCTH J]a OTOBOP Ha OBO IIUTAmE Oyie He.
Kako wucrmye Ilenpoys (Penrose 1996), a y TepMHHHMa JIOTHYKHX OIeparlyja,
HeHM3pauyHJbUBA Ollepalija Mo>ke OMTH OCHOBA HOBE BPCTE pauyHama, KOje HapylIaBa U
caMmy OCHOBY TO3HATOT TEOPH]CKOT pauyHama — Upu-TjypunroBy te3y (Onespak 10.3).
Kao Bapwujaiija Ha OBy TemMy, a y CMUCITY 1yOJbeT H3ydaBarmba KBAaHTHOT padyHama, OuIIo
OM 3aHUMJBUBO HCIIUTATH JOMETE alrOpUTAMCKOr padyHama (koje momtyje Ypu-
Tjypunroy Te3y), ajiu ca jeJHOM HEU3PAYyHJHUBOM OIEpPaIMjoM, KakBo je (110 TOPHO0]
MIPETIOCTaBI ) KBAHTHO MEPEH-E.

Kao momatam 3amatak, y OBHM KOHTEKCTHMA, TIOjaBJbYje CE 3a/laTaK JaBamba
oaroBopa Ha cienche murame: 3amTo (Kako Ce YMHHU) HE MOCTOJU HEW3padyHJHUBA
omepanyja (JOTMYKa Kamja, WIA OPEKiI) y OKBUPHMA KIACHYHOT padyHama, WM,
OTIIITH]jE, HeM3PAUyHJBUB KIIACHIHO-(QI3HUKH mporiec’ 37

I1: Ca uncTo pU3UYKOr CTAaHOBHIIITA, IOCTOjalbe PEBEP3UOMITHOT pauyHama Hije n3neHalyjyhe.

CBU (yHIaMEHTAIHM 3aKOHM KBaHTHE (u3uke (ma U KiacuuHe (QU3HUKE), ca U3y3emKom
3aKOHA TePMOJIMHAMUKE, Cy peBep3uOmwiHu. OBO youaBame je y KOpeHy mpoliieMa ,Jipefacka ca
kBauTHOr Ha KimacuuHo™ (Giulini et al 1996, /lyeuh 2004, Zeh 2007). IlpemmsHuje pedueHO:
¢dbyHnameHTanH (U3MYKK 3aKOHM HE TOIPXKaBajy HPEBEP3UOMIHOCT KOjy (PEHOMEHOIOUIKA
yenocrassba dpyru [pusmmm Tepmoaumamuke (JIIIT/T).

UnHM ce 1a ce Kao jeNUHH KaHIWUAaT 3a (IO MPETIIOCTaBIM) HOBH (YHIAMEHTATHH 3aKOH
¢u3uKe Koju OM UMao OJUTHKE MPEBEP3UOMITHOCTH TI0jaBJbyje Mpoliec KBAaHTHOT Mepema (Penorose
1996, Zeh 2007, Giulini et al 1996, /[yeufi 2004). A y ocHOBH OBOT TIporieca Ou Morao OWTH, T3B.,
Tporiec JieKoxepeHimje (ropie pedepentie). Otya Ou, 1o MPEeTHocTaBIIM, MPOLIEC JeKOXEpeHIje O1o
OCHOBa KIIACMYHOCTH HEKMX (U3MuKuX cucrema (Tj., .KracudHe uHpopMmanmje™), kKao u
(hEeHOMEHOJIOIIIKE UPEBEP3UOMITHOCTH (Tj., ,,cTperte Bpemerna“ (Zeh 2007)). Y oBoM cMHuCITy HEjE UyI0
1ITo (ca u3y3eTkoM mporieca koje orucyje JAITT/), y knacuuHoj Gusuim HUCY youeHe HH3UUKe OCHOBE
upeBep3udmIHOCTH Tporieca kje ommcyje JIITI. Amm ocraje mpoOmem ormica MaKpOCKOIICKE
HPEBEP3UOMITHOCTH KA0 nocieduye jeqHor (HyHIAMEHTATHOT, MHKPOCKOIICKOT, HPEBEP3HOMITHOCT
3aKOHa.

3aKkJpyduMO OBE cIeKynauuje ciefehum yoyaBameM: MOTYNHOCT Jla KBaHTHO
Mepeme Oyie M3padyHJbUB Mpoliec (cuMynnaOuiiaH Ha KBaHTHOM padyHapy, U To 0e3
ynotpede OMiI0 KakBOT KBAaHTHOT MEpera y TOKY CUMYIaluje) BoAU npedopMynanuju
OBJIE YBEJICHOT MOJIeJIa-KojIa KBAHTHOT pauyHama, CaMOM UYHH-EHUIIOM Jia C€ KBAHTHO

3 OBume ce nonmasu 10 MH(POPMATHYKE MOCTAaBKE MpOONEMa, T3B., ,,MPENacka ca KBAaHTHOI Ha
wracnaro® (Giulini et al 1996, Zeh 1999, /lyeuli 2004).
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Mepemse (110 0BOj PETHOCTABIM) MOKE Pa3JIOKHUTH Ha jeTHOCTABHU]E (€IeMEHTapHH]e)
KBaHTHO-JIOTHYKE OTIepaIiyje.

Otyna ce 4yMHU Ja MCTPAKUBAKBE HA TEMY MH(POPMATHYKOT ONKCA KBAHTHOT
Meperma He MOXeE a Jia He JoHece OepuheT, Kako y TeOpHjCKO-HH(POPMATHIKOM, TaKO U
Yy CMHUCIy NpOayOJbemha CaMHX OCHOBAa KBAaHTHE MEXaHUWKE — y HajO0JbeM MaHHUPY
Jlanpayepose ¢pase ,,Hnopmayuja je gpuszuuxa“. nak, To je camo joil HEyOUwhUBA
OymyhHoCT.
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XIl KBAHTHU TH®OPMATHUYKHU PECYPCH

Kopumiheme KBaHTHHX cUCTeMa Kao XapiBepa MH()OPMAaTHYKOT POIECHParba
OTBapa HeKe HOBE, KJIACHYHO HEJOCTYIIHE ¥ HeoCTBapJbBe MoryhHocTn. OBa o0iact je
JOII y TIOBOjy ¥ TIPaBH, 3pEIH PE3YNITaTH ce TeK oueKyjy. OTyna je 3a ouekuBaru jaa he
MyHO carJie/laBabe KBAaHTHOMH()OPMATHUYKHUX pecypca TeK JOOUTH CBOj MyHHjU OOJHUK.
3aT0 y OBOM IIOTJIABJbY HCTUYEMO OCHOBHE KBaHTHE-HH(OpMaTHIKe pecypce.

12.1 Knacuuno nenoznamu pecypcu

OU3NYKK CUCTEMH KOjUMa C€ OCTBapy]y HH(POPMATHUKH 33/1al, CBOJUM OpojeM,
Op3uHOM 00aBJbama IMPOIECUPAbA, KA0 U CHEPrHjOM 3a TO HEOMXOHOM, Ae(puHHIITY
NPOCMOPHU, 8DEMEHCKU, Vi eHepeUjcKU PECYpC MH(DOPMATHYKOT ITPOLIECHpaba.

KBantHu cucremu, mak, Tj., CHCTeMH (CKYIOBH) KyOHMTOBa, MMajy IMoceOHE
0COOMHE KOpHCHE 3a MHGOpMATHUKO Tporiecupame. OTyna Te 0COOMHE TPeCTaBIbajy
HOBE, KJIACHYHO HETI03HATe, pecypce. JeHa mrcTa THX, KIAaCHYHO HETO3HATHX, pecypca
je objenumena cieaehum crmckom.

(A) Heopmozonannocm KeawmHux cmarma J& camMa OCHOBa YCIICITHOCTH
kpunrorpadcekor npotokona (Operpak 9.3). Iloacetmo ce: TakaB HMH(POPMATHUKH
yuMHaK (JOKa3MBO TOY3JaHY pa3MeHy TajHHX KJbydeBa) KiacuuHo' uuje mozyhe
obasumu.

(b) Keammmna cnaemenocm (entanglement) u nenoxkanrmocm cava cy OCHOBa
YCIIETHOCTH Ccyneprycror koaupama (Onesbak 9.2), kKao U MpeIcTaB/beHUX KBAaHTHUX
anropuTama.

N3y4yaBambe MHPOpPMATHUKUX pecypca Kpo3 HHXOBO KBAaHTU(HKOBAME, Tj.,
,Mepeme™, je OCHOBHH 33/IaTaK TEOpUjcKe MH(POPMATHKE — TEOPHja KOMIUICKCHOCTH Ce
camo Tora 3amnpaBo ¥ Tuue (B. 1 Oznespak 1.5). Kana je y nuramy KBaHTHA CILICTEHOCT,
MOCTOjU YMTaBa MOA00NACT KBaHTHE MHPOPMATUKE HA TEMY ,MEpeHa‘ CIUICTEHOCTH.
[pencraBbame HEHUX OCHOBA JAIEKO MPEBA3MIa3d OKBUPE 3a/1aTKa NPECTaBIhaba
OCHOBa KBaHTHe MH(popMmaTuke, U yuTanain ce ynyhyje Ha oapeheny murepatypy (B.
Hmke). Hanomennmo camo fa je jenas geo oBe 001acTu leHa 1oo0mnact y pa3pojy, T3B.,
eHTaHrouHamuKa (entanglodynamics), rmo yrieay Ha TEpMOMHAMHEKY. 32 pas3jinuKy 0.1
TEPMOJMHAMUKE, Y KOjO] je Yy CPEIHINTY TMaXHe 3aJaTak CHEPIrUjCKUX pecypca 3a
00aBJbame GU3UYKOT pajia, y CHTAHIJIOJMHAMUIIH Y CPSIIHIITY MaXKHHE CY 3a/1all1 BE3aHU
32, KONMMUMHY®  cruieteHocTH  (entanglementa) moTpeOHMX 3a  00aBIbabE
, MAHPOPMATUUKOT paja‘.

Konauno, eneprujcke morpede 3a mpoiiecupame HHPopMarioja cy Tema 3a cede,
1 KpaTKo CY MPE/ICTABILEHE Y HAPETHOM OJIEJbKY..

! HOMOhy 6I/ITOBa, WJIA, CKBUBAJICHTHO, OPTOrOHAJIHUX CTakba Ky6PITOBa.
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12.2 Enepeujcku 3axmeeu K6AHMHOZ UHHOPMAMUYKOZ NPOUECUPAILA

Enepruja HeorxoHa 3a npoliecupame nHopMaImja je vucmo gusuuxa mema.
Jenan oy BpXyHalia HCTpaKUBamba Ha OBY TeMy je Jlanoayepos npunyun (Onespak 10.2),
KOJH YCIIOCTaBJba HajMambl HM3HOC CHEPrHje 3a Opucarbe jeAHOT OWTa (KIACUJHE)
nH(popmaruje — koju mHocH kT In2. MictoBpeMeHo, OBaj IPUHIIMII je OCHOBA yOUaBarha
MoryhHOCTH 00aBJbarba PEBEP3UOMITHOT padyHama (Kaaa TojJ OHO HE IMOoJpa3yMeBa
notpe0y 3a OprcameM nHpopmarje — Onespax 10.2).

Mehytum, U peBep3uOMIIHO MPOLIECHPAhEe 3aXTeBa HEHYNTY (Makap Cpenmy)
MIOYETHY €Heprujy OUTOBa, Tj., (PU3UUKUX CHCTEMA KOJU MMIUIEMEHTUPA]y ((pU3ndku
ocTBapyjy) ourose. OBa notpeda je NPWINYHO UHTYUTHBHO jaCHA M WIYCTPOBAHA j€ Y
OxBuUpY HUKE, a THUE CE CHEPTHje MOTPEOHE 3a MPOMEHY CTamba CUCTEMA, Tj., 32 IPOMEHY
BPEHOCTH OUTOBA.

Enepeujcku pecypc: jeOona unmyumueHna onacka

PazmotpumMo kpetame jenHe puznuke yectuie, 0e3 mpemnuca y dpopmainzam
OUTOBa — TO 3aBHCH OJI KOHKPETHOT Clly4daja U MH()POPMATHUYKOT 3a7aTKa KOjU je O]
UHTEpeca.

[IpomeHa crama yecTuile, ako je MMITYJC KOHCTaHTaH, (F1 f)) , TIpeJcTaBJba

(u3MIKy OCHOBY TIporiecupama nHpopmanmje. Casa, ako ce yecturia Hahe y KoHAauHOM
cramy (T, p), MaKo ce meHa (OBJE: YKyIHA) KMHETHYKa eHepruja, E=p?/2m, He
Mema, MPOMEHA CTama he outn Op)ka ykoymko je Beha Op3uHa, Tj., UMITYJIC YECTHUIIE —
Behu ummysic, 1j. eeha enepeuja decTuiie BOAU Opikoj MPOMEHH TOJI0XKaja, Tj., OpKOj
MIPOMEHH CTamba YECTHIIE, & OTYJA U OpaceM npoyecuparsy uHgopmayuja.

Y KBaHTHOM JIOMEHY, CHEPTHjCKH 3aXTEBU CE TUIY TIPOMEHE KEAHMHUX CTAbA.
Tako cy on mHTepeca JBe BpCTe NMpOMeEHa: (a) KaJia Cy KOHAYHO M TMOYETHO CTamhe
MelyCoOHO OpTOTOHAIHH, U (0) KaJia TO HUje CTy4aj. 3a HEKE O] OBHX CITy4ajeBa Ce MOXKE
OJIPEITUTH QOMA SPAHUYA 6pemeHa TIOTPEOHOT 3a IPOMEHY CTama, T , MIIAK y3 U3BECHE
CYIITHJTHOCTH, T1a ¥ jeJlaH KJIACHYHO HEOUCKHUBAH PE3yJITar.

[IpBo, MOXKE ce TIOKa3aTu Ja y Clly4ajy opmo2oHaite IPOMEHe CTamba, Ci1y4aj (a),
Baxku (Margolus and Levitin 1998):

T=—"Fr= (12-1)

rre je H xamunToHMjaH (eHepruja) cuctema, E, eHepruja OCHOBHOT CTama (HajMama
Moryha BpeTHOCT eHepruje cucTemMa), 10K < H > HpeJICTaBJba CPE/ibY BPEHOCT CHEPIHje

cHuCTeMa y ToueTHOM cTamy. 3pa3 (12.1) motBphyje kiacuuHy uHTyuIujy: Beha (oBze:
cpelmba) eHepruja yectuiie omoryhyje OpKy MpoMeHy CTama y KOHaYHO CTame Koje je
OPTOTOHAIHO® Ha TIOYETHO.

2Tla oryna u pa3amunBo — Oxespak 4.4 — o1 TOYETHOT CTamba.
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MebhytuMm, 3a jeaHy moceOHY BpCTy MpoMeHe crama tuma (0), mobuja ce
KJIACHYHO HEOYCKHBAH PE3y/TaT.
Hauwme, 3a npoMeHy cTamba Koja 3Hauu YCnoCcmas/barbe KAHMHe ChAemeHOCnIU:

|an0uemH0> |q) ®|l ZC | ®|//L/ _)|\Pxoyaqm)>:ZCi|i>1®|i>2’ (122)

1106Hja ce apyTH H3pas 32 MHHAMATHO BpeMe npouecuparba (Dugic and Cirkovié 2002a):

h _
N miov 12.3
RICE (12.3)

rae je C KoOHCTaHTa (,xaniune KoHcmauwma'™) Koja oapehyje jaunHy MHTEpakiuje y
cucteMy 142, a B, cy BenmuuHe Koje ofpel)yjy O4eKkrnBaHy BpEIHOCT XaMUITOHHjaHA
(emepruje) unmeparxyuje, H. . Hanme, ako H,, =CA ®B,, TakBa ja oncepadna B,
¥Ma ¥ TIO3UTHBHE, M HETATHBHE CBOJCTBEHE BPETHOCTH, Taja je TOYETHA Cpelrba
eHepruja JaTa u3pa3om:

(¥ o |A [ o) =C1 (0] A] 0), (B, = B,) - (12.4)

noyemHo

Cana je 3aHMMJBMBO YOUMTH: pEIaTUBHU MHHUMYM 3a 7' — m3pa3 (12.3) —
oJlroBapa jeiHakocTH B, = B, , a mto, ¢ 003upom Ha (12.4), ogrosapa Hynmoj nouemnoj
(cpeoroj) enepeuju cucmema. Hanme, y u3pasy (12.3) ce He mojaBibyjy apyru (HIp.,
KWHETUYKH) YIAHOBU 3a EHEPrujy, Ila HU eHepruja OCHOBHOT CTama, E, — epeme 3asucu
camo O]l BeNMM4YMHA Koje onpehyjy (cpemmy) BPEIHOCT eHepeuje ummepaxyuje nBa
noacuctema, 1 u 2.

Jlakie, 3a ouekuBaTH je na he mpornecupame (12.2) oumu 6poice yKOIUKO je
(pematuBHa’) cpemma BpeTHOCT® MHTEPAKIIME MArba, a HAjOpoIce 3a HYINY 6PeOHOCT
ose enepeuje! HapaBHO, OBO ce HUKAKO HE yKJIana y KiacuuHy UHTyuuujy (B. OkBHUp y
MIPETXOTHOM OJIEJBKY).

JIMTEPATYPA U IAJBE UNTAIBE:
CH0XEeHOCT U Pa3sHOBPCHOCT MCTPAKMBamba BE3aHUX 3a CIUIETEHOCT Kao pecypc
oTexaBa M300p Mamer Opoja TUMMYHUX M3Bopa. Uuraolly mpemnopydyjeMo Jia Ha
Wurteprery mnperpakyje, Hrp., moj (pasama: quantum entanglement, quantum
resources, entanglodynamics, Bell inequalities, ma momeHeMo camo Heke THITHYHE
(pa3ze KOpHCHE y OBOM CMHUCITY.

-V Besu ca eHeprujckuM pecypcom Buaeru: Brillouin 1962; Landauer1961;

Margolus and Levitin 1998; Dugi¢ and Cirkovi¢, 2002a.

® TumiaHO 3a CKyn (MM CHCTEM) Ky6umosa.
* OBJie W3pa3 ,,penaTHBHA yKa3yje Ha TIPOM3BOJGHOCT BPeIHOCTH B, , 3a Koje mpermocraBibaMo 1a
Cy jemHake.

% 3anpaBo, paay ce o arcoNyTHO] BPEAHOCTH, K Hlnt> ,jep3a B, > B, <H,nt> <0.
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V Be3u ca muTameM HOTpGGHOCTI/I KBAHTHEC CINICTCHOCTH U HCJIOKAJIHOCTH 3a
MOCTHU3akhe¢ HAIMONM KBAHTHOT HaJ| KJIACHYHUM PavyyHAmEM ITOCTOJH MHOTO
pedepenin u oTBOpeHHX nuTama. Hajkpahu HaumH na ce nohe 1o wux je
WurepHer mnperpara y3 momoh dpa3a: ,entanglement + resource®,
Lentanglement + computation®, ,entanglement + computational +
complexity“.
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Xl HEKK KYPUO3UTETU KBAHTHE HH®OPMALIUJE

Kao nu knmacuyHa, HU ,,kBaHTHA MH(pOpMarmja“ ce He aedunmme. Otyna Ou ce
MOTJIO YIMHHTH J1a OM jesHe pa3nuke u3mel)y KiacuiHe v KBaHTHE HH(OpMaIIije MOTJie
OWTH 3ampaBo Pa3IMKe y €PUKACHOCTH Y TIPOIIeCHpamy nHpopMaIuja.

Cge 10K je ehmKacHOCT KBAaHTHOT y mopelemy ca KIaCHYHUM MpPOLIECUPAbEM
OCHOBHM MOTHB 32 Pa3B0j 00JacTH KBaHTHE HWH(OpMATHKEe W padyHama, MOCTOje
3HauajHe, pu3nIKe 1 opMalTHE pa3iuKe ABejy HHpOpMaIja y HEKUM Taukama Koje Ou
MorJie TOMOhHM U y HEKOj BPCTH JIe(pHHUCakha KBaHTHE HHpOPMaLHje.

Naxo ce y TakBo nepurHucame oB/ie HeheMo yIyluTaTd, y OBOM IOJIaBJbY Wb
HaM je /1a yKa)KeMO Ha HeKe KypHO3HWTEeTe — WHTYHTHBHE MapafOKCAaTHOCTH W/WIIN
HEOYeKrBaHe 0coOMHEe — KBaHTHE MH(popmanuje. TuMe ce MoXIa MOXKe JOIPUHETH
pa3Bojy HEKe HOBE, ,,KBAHTHE MHTYHIIMje — Y OBOM TPEHYTKY, YHHH CE, TAKO CTpaHE
Halloj yoOn4ajeHoj, KIacuuyHO] UHTYULIH]H.

13.1 Hecamuena ycnosna enmponuja

KrnacuvHa MHTYHIIM]ja YCIIOCTaBJba: Y CII0KEHOM cHCTeMy A+ B, pupoHo je
OYCKHBATH JIa HETIO3HABAE TI0JICKCTEMA, HIIP., TIoJicucTeMa B, He Moxke OutH Behe o1
HEMO3HaBama YKYIMHOT cucteMa A+ B . Y kimacuuHoj nHGOpMaTHIIN, OBaj CTaB CE MOXKE
kBaHTH(UKOBaTH [IIeHOHOBOM €HTPOTIHOM 1 Ha H0j M3BEACHUM BeTMUUHAMAa (YIIOPEIr
ca OxBupom y Opmemky 1.3), kakBa je, T3B., VCIOBHA eHMpONUjd,
H (A| B)=H(AB)-H(B); H(A B) je enrpomnuja ykymHor cucrema, a H(B) eHrpomuja
noacucreMa B. Hamme, ropma nHTYHIMja ce (popMaTHO MCKa3yje HEHETaTHBHOIINY
YCJIOBHE €HTpOIHje, Tj., Hejeanakornhy H(B) < H (A, B) . Y KBaHTHOM KOHTEKCTY, IaK,
TO HE MOpa OUTH CITy4aj.

®on Hojmanosa enrpommja, S=—tr(pIn p), je xBauTHN ananoron IlleHoHoBe

eHtponuje. Ha ocHOBU Be ce yBoje cBe Apyre Mepe nHdopmarpje 1 HHGOpMaTHIKOT
IpoLecHpara Ha KBAHTHUM CUCTEMHUMA (KBaHTHOM XapJiBepy). Mo:xe ce JIako MoKa3aTu
na ycnoHa GpoH HojmanoBa eHTponja Moxke OuTH Hecamusna! To jecT, 1a ce 0 UEeTMHU
(cloXKeHOM CHCTeMy) 3Ha HajBHUILE IITO C€ MOXE 3HaTU (y CKIagy ca KBaHTHUM
uHpopMaTHuKiM JIuMHUTOM, Orniesbak 4.2), a J1a ce 0 MOACUCTEMHMA Makhe 3HA.

Huje, BepoBaTHO, M3HeHalheme na OBO OAroBapa Oail CUTyallMju y KOjoj je
CIIOXKEHH CHCTEM Yy YMCTOM CTamy, U TO Y CIUICTEHOM CTamy. TaJa ce J1ako JoKasyje 1a
je (bon HojmanoBa) eHTponHja yKyITHOT CUCTEMa jeIHaKa HYJIH, a [1a je EHTponHja Orio
KOI' MOJICUCTEMa HEHYJTa, INTO YKYIHO BOJAM HEraTHBHO] YCJIOBHO] EHTPOIHUjU.
Excrumimran noka3 peudeHor je mpeamer 3anatka 13.1. Ilonekan ce KBaHTHa
uHopmanmja U AepuHUIIE Kao HMHOpMalMja Koja JOMYIITa HEraTHUBHY YCIOBHY
entpomnujy (Volovich 2001).
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13.2 Keanmuu napanenusam: KéanmHe zpeuiKe ce He Mopajy cabupamu

YV KJIacMYHOj METPOJIOTH}H, CabKpambe rpelaka (Ipy MEperby) je OCHOBHH MOCTYJIAT.
Cim4HO CTOje CTBapW My KJIAaCHYHO] MH(OPMATHIIN — TPEIIKE TPH MPOIECHPAbY Ce
HHKaJIa HEe MOHMINTABAjy T¢ Cy OTYy/Ja HEOIXOJHH MOCTYIIIHM 33 OTKIAkAkEe IPeIlaka,
HIIP., y TOKY IOCTYIIKa paqyHamba.

Melhytum, y KBaHTHOj HH(OPMATHIIM TO HE MOpa OUTH CiIydaj: TPEUIKe ycieo
KBAHMHO2 MEPerba Ce MOTY TIOHUILITABATH (,,IECTPYKTUBHO UHTEphepUpaTu‘’), U TO Kao
noceOHa MoCyIe/InIia KBAaHTHOT Mapajielin3Ma.

ITpojextnBHa Mepemwa (Omessim 3.2, 7.1) Heke oncepsabne A, ce HasuBajy
uOeaniHuM, aKo Ce 3a CHCTEM y CBOJCTBEHOM CTarby MEPEHe oricepBadie |n) o Ho0uja TauHa

uHdopMaImja, Tj., CTamkbe CIOXKEHOT CUcTeMa ,,00jekaT Mepema + amapat (O+ A)“
33JI0BOJbaBa JeJTHAKOCT:

Mol 2) g L= 20) po (| 2) =0n =0 (13.1)

Kako To moka3syjy Buruep (Wigner 1952), u Apaku u Janac (Araki and Yanase
1960), oBakBa, HjcaTM30BaHa, CXeMa MEPEHA j& OJIPXKHBA caMo 3a oricepBadie Koje cy
WHTETPAIM KpeTama — BPEMEHCKHM HE3aBHUCHE OIlcepBadiie Koje KOMYTHpPajy ca
XaMUJITOHUJaHOM CHCTEMA.

CBa peasina Mepema Cy HeuJieaHa, Tj., ymecto u3pasa (13.1), y onrem ciy4dajy
nobwuja ce:

Mol 7)== CilMo| Zn)a +CalT)o. arolan| Zr)o =0 =1, (13.2)
TJIe Ce M0jaBJbyje CIUICTEHO CTamhe y CI0KEHOM cucTeMy. [Ipu ToMe, HopMa ,,rpemike,
C,, je YTOJIMKO Mama YKOJMKO je MepHu amapar ,.Behu* (Yanase 1961), m 3a

MAaKpOCKOIICKE anapaTte, Ta Ce IPEIIKa MOKe ¥ 3aHEMapHTH.

[TocTynak KBaHTHOT Mepema je He3a00MIa3HH Je0 Mpoleca KBaHTHOT HH(Op-
MAaTHYKOT TIpOLIeCHpama. 32 OYEKHUBATH je Jia CY ,,alapaTu’ KOju Ce TOM IPUIMKOM
KOPHCTE Me30cKoncKu (a2 He MAaKPOCKOTICKH) CUCTEMH, T€ 32 FbUX IPElIKa He MOpa OUTH
zaHemapsbrBa. Otyna ce Hamehe 3aaTak U3yJaBama YTHIaja HEUICATHOCTH TIPOjeKTHBHUX
Meperha Ha KBaHTHO WH(OPMATHUYKO TPOLIECHUPAIbE.

OBaj 3amarak usydeH je y Dugic¢ and Cirkovi¢ 2002a, a xao Mepa BasbaHOCTH
npoliecupama (Tj., OACTyIamba O] )KeJLEHOT CTama Y Mpollecupamy) KopuiiheHa je, T3B.,
fidelity, F (aehemo ynmasutu y meno opmanHo nedunucame). bes ynaxema y nerane,
NoKasyje ce Ja BeMMYMHA F — yuje cumarberbe TOBOPU O NOpacmy cpeuike — MOXKe
nopacmu Kao nocieouyd NoHAGwbARA 2cpeuike y KBAaHTHOM Mepemy; IOHOBJBEHO
(HenaeatHO) Mepere (He HyXHO UCTe orcepBaliie) 3arpaBo UMa ,,HEUICaTHO* CTambe
(13.2) xao mouerHo. OTyna: NMOHaBJbamE IPELIKE YCIel HEUACATHOCTH KBAaHTHOT
Mepera He Mopa OUTH JIECTPYKTHUBHO, Tj., KGAHMHE 2peuike ce He Mopajy cabupamu.
YcepenmweHa 1o aHcamOiTy, BemMurHa F je jerHaka HyjlM — y HelOCPEeIHOj CYIPOTHOCTH
Ca yCpelheHheM Ipellaka y KIaCHYHOM Mepery 1 MHPOPMATHUKOM MPOLIECHPAIDY.
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Kao HenBocMucnieHa OCHOBa OBOT HEMHTYHTHBHOT pe3yiTara Ipero3HaTa je
CIUIeTeHOCT (Tj., KBaHTHU Mapaienu3am) y cioxeHoM cucremy O+ A (Dugi¢ and
Cirkovié¢ 2002a). OTyna 1 Hije 4y/IHO IITO Ce HEIITO CIMYHO He JeIIaBa KOJI KIACHUHIX
GM3UYIKUX 1 THPOPMATHUKIX CUCTEMA.

13.3 Ycnoeu unghopmamuuxe uzonoeanocmu

3angatak MH(DOpPMATHYKE W30JOBAHOCTH jETHOT CHCTEMa O]l HEKOT JpYyror
cucrema, Koju ¢y 06a geo Behe nienmne, je y HeKy pyKy 3a/1aTak OOpHYT CBUM 3ajaliiMa
TeopHjcke MHPOPMATHKE: Tpara ce 3a YCIOBUMA M0J] KOjUMa jeJlaH CUCTEM (HEKU CUCTEM
A) nehe nmaru uHbOpMALIHjy O IPYroM CHCTEMY (O HEKOM cUcTeMy B).

W y xiaci4HOM, ¥ y KBAHTHOM JIOMEHY TO BOJIH TUIAY3HUOHIIHO] TIPETIOCTABIIN
Ia je moTpebHo ,,ykuHyTu  Mehynenosame mmely cuctema A u B . Mako oBu cucrtemu
(Tj., TIOICHCTEMHM HEKe IIeNWHE) 3alpaBO MOTY HHTEparoBaTH ca HEKuM Tpehum
CHCTEMOM, MOXKE Ce OUYCKHMBATH Ja OW, TOJ| HEKUM YCJIOBHMA, HHUXOBa MehycoOHa
HEWHTEPAKIIMja MOTJIa OMTH TIOBOJbHA 33 HETIPEHOIIICH-e MH(pOpMAIIHja ca CUCTeMa, HIIp.,

B Ha cucrem A.

VY KBaHTHOMEXaHWYKOM KOHTEKCTYy, OBaj 3aJaTaK ce€ MO)Ke Ha IPBHU IIOTIIE]
YYMHUTH HEOCTBAPHBUM — YaK ako Mel)ycoOHO M He WHTeparyjy, KBaHTHH TIOACHCTEMHU
MOTY OUTH €(DEeKTUBHO Y MHTEPaKIU]H (MHIyKOBaHO] MHTEPAKIH]H) IIPEKO HEKOT Tpeher
cucrema (C) ca xojum 00a uHTEparyjy. A Tama, ehEeKTHBHO, MOXE CE€ OYCKHBATH
TI0jaBJBUBALE CIemMeHoCcmU 3a OBa JIBa MojicucTemMa, A U B, Tj., IojaBJbUBakE FBUXOBE
MehycoOHe, eeKTUBHE, HECETIapaOMITHOCTH, Tj., KBAHTHOMH(OPMATHYKE TTOBE3aHOCTH.
Otyna ce MoXIa MOXKE IOBEpPOBaTH HHTYUIHMJU Jla CE€ Y CI0KEHHUM KBaHTHUM
CHCTEeMHMa U HE MOpa MHOTO BOAUTH pauyHa o MoryhHoctu edekTuBHe HH(pOpMaTHIKe
M30JIOBAHOCTH HEKUX IMOJICHCTEMA CIIOKEHOI cUCTeMa (KaKBU Cy PETHUCTPU KBAHTHHUX
padyHapa).

CympoTHO OBOM OueKuBamy, OBAe he OMTH yKa3aHO Ha TIOCTOjamkbe, U
pasMOTpeHe TpHU pa3IuYuTe BpcTe HHPOPMATHYKE H30JI0BAHOCTU (JIOKATHOCTH)
KBaHTHUX ToJicucteMa. /Ipsa ce Tuue uzonosaroz napa cucrema A u B koju cy y
MehycoOHo] wunTepakuuju. Ilpu Tome, jeman on mwux (HIp., cucreM B) Hema
uHpOpPMAIUjy O APYroM MOJICUCTEMY, U TO BaXH 32 CBaKU TPEHYTAK, HE3aBHCHO O/
CTama OBUX CUCTeMA. /[pyea BpCTa ce TUYE napa CUCTeMa Koju meljyoenyjy u OCTyIKa
KOjUM ce, cnoma (TpehuM cucreMoM), M3a3uBa HXOBa MelycoOHa, edekThBHA
M30JI0BAHOCT Y TOKY JIyToT (aJM He U MPOM3BOJBHO JIYTOT') BPEMEHCKOT HHTEpBaJla; OBO
, MH/TYKOBame"* TOKATHOCTU MOK€e OUTH U HEXKEJEHH, HeTIPpeALM)eHH ITPOLIEC Y peaTHOM
KBEHTHOM XapaBepy. Ipefia BpCTa M30JI0BAHOCTU Ce€ TUYE IOpe ONMCaHE CUTYalHje:
cuctreMu A u B melycoOHO He mHTeparyjy, anu o0a MHTeparyjy ca HeKMM Tpehum
cucteMoM ( C ) ca KojuM 4nHe U30JI0BaHy LenuHy. Hike he 6utn pasmMoTpeHe oBe BpcTe
M30JI0BAHOCTH, JTATUM PEIOM.
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13.3.1 Aoujabamcka ungopmamuura uzon08aHoCm

Pazmotpumo nBa nozcucrema, 1 u 2, koju Mel)ycoOHO HHTEparyjy 1 Kao mejmHa
MIPE/ICTaBIbajy M30JIOBAaHH CUCTeM (Koju ce omucyje lllpenmuHrepoBoM jeqHAYHHOM).
Hexka je oBaj croxenu cucreM (1+2) neguarcan XaMUITOHHjAaHOM:

H :H1+H2+Hint’ (133)

TJIe Ce T0jaBJbyjy corcTBenr Xamuttonujanu (H;,i =1,2 ) ¥ HHTepaKioHn XaMHITOHHjaH
KOjH OTHUCYje BUXOBY Mel)ycoOHy HHTepakimjy, Hi, .

CrangapaHu je KBaHTHOMEXaHWYKH 3ajaTak aoujabamckoe ,,0eKyniogarsa
KBaHTHUX TIOJICHCTEMa, YaK M y CJydajeBUMa y KojumMa cy OHHU y MelycoOHoj
MHTEPAKIIUjH, ¥ TO HE3aBUCHO OJ1 CTamba MOJICUCTEMA.

Axo je mogcucteM 1 (HTIp., €IEKTPOHCKU CHCTEM Y MOJIEKYITY) MHOTO MaEh-¢ Mace
0J1 Mace mojcucteMa 2 (HTp., CUCTEMa jesrapa aroMa y MOJIEKYJy), Taja Ce MOXKE
ouekuBaru cnenehe. 300r pemaTMBHO BENMKE Mace, CHCTEM 2 HE CTWXKE Ja MpaTh
muHaMuKy cutema 1. Ca mpyre ctpane, cucrtem 1 ,,Buan® ctame Criopor (MHEPTHH]ET)
cucrema 2 y CBakoM TPEHYTKY U Yy CTamYy je J1a My ce, ,,aanjadarcku’, mpuinaroan. Otyna
Ce OBa MHTYUTHBHA CIIMKA MOJKE MPEACTABUTH KA0 CIIOPO KPETAme CUCTEMA 2 KOjeM ce
Op3u cucteM 1 ,,TpeHyTHO™ (,,anMjabaTcKku*) mpuIarohana.

VY kBaHTHOMEXaHHYKOM (opManu3my (BuaeTH, Hip., Messiah 1976, Gribov and
Mushtakova 2000, Atkins and Friedman 2005), oBa HHTyHIIH]ja ©Ma W CBOj MPEIIU3HN —
U JlaJbe MHTYUTUBHO-TIOI00aH — M3pa3 U oOnMK. Tako, HIMp., €NEKTPOHU Y MOJICKYITY
anMjabaTCKy mpaTe CIopo KpeTamke je3rapa aroma Koju ojpel)yjy IpoCTOpHY CTPYKTYPY
MOJIEKYJIa, U TO TaKO Jia je CTame ENICKTPOHCKOr chcteMa (cuctem 1) ,,TpeHyTHO™
onpeheHo crameM jesrapa (cucrem 2).

Cnopu cucrem 2 (HIp., CUCTEM je3rapa y MOJICKYIY), MaK, He MOXKE Jla TIpaTu
KpeTame Op30T CUCTeMa — y MOJICKYJIMMA, jellaH ,,JIMKIyCc™ CIIopuX jesrapa je mpaheH
CTOTHMHAMa ,IIUKITyca“ Op3ux enekrpoHa. Otyna, 01 Op30T CUCTEMa, CIIOPH CUCTEM BHIH
HEKO BPEMEHCKO W/WJIM aHCaMOJIaCKO ycpeorere, Te ce NUMHAMUKA CIIOPOT CHUCTeMa
3ampaBo ojpel)yje yepeamheHOM JMHAMUKOM Y OJTHOCY Ha CTarhe Op30T CHCTeMa.

He ynazehun y dopmanmzam amujabarcke anpokcumarje, opie hemo ucrahu
CaMO OCHOBHY MPETIIOCTABKY O OOJIMKY CTara CJIOXKEHOT CHCTeMa I0]1 aaujabaTCKuM
npernocTaBkama. Hamme, y HyITOM HHUBOY aqMjabarcke ampoOKCHMAIHjE, CIIOKCHU
CHCTEM Ce TPAKHU Y CTamy OONuKa:

|lP>12 = |(0(A2)>1|Z>2 +[O(x314)) (13.4)

rie A, TIpencTaBiba GUKCUpaHy BPEIHOCT Heke Bapujabie A, cucrema 2, Koja mocraje
(y agujabarckoj anmpoKCUMalju) napamemap cTama (M TUHaMMKe) Op3or cucrema 1.
Manu unas ca a.c. (13.4) je onpehen napamerpom x =m/M , rae je m maca 6p3or, a M
Maca Cropor MoJICUCTeMa, 1 U 2, peoM.
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Yountu: y uzpazy (13.4), cloxxeHH CHCTEM je MPUOIIKHO Y CcenapaduiHom
cmarby, y CBaKOM TPEHYTKY — CBa CIUIETEHOCT Ce I0jaBJbyje Y MaioM 4iany y (13.4).
@OU3NYKH, TO OJITOBapa CyCHpe3arsy CRIemeHOCMU Y CII0KEHOM CUCTEMY, Tj., YAH-CHULIN
7la je OMepaTWBHO YOYaBame IMOCIEAWIIA CIUIETEHOCTH Majo BepoBaTaH jorahaj, y
CBaKOM TPEHYTKY.

IMoncucrem 1 mMa (mapameTapcku 3aCHOBaHY) HH(OPMAIIH]y O MOJCHCTEMY 2,
IOK 00pHymo ne cmoju. Otyna ce Moxke pehu Ja je cropu cucreM, aaujabaTCKuM
OJICeIIamh-eM 01 O30T CHCTEMa, 3apaBo M HHPOPMATHIKH OJICEYeH 01 Op30r crcrema 1.

13.3.2 Jlexoxepenyujom-uHOyKOBAHO cycnpe3arbe 0eKoxepeHyuje

Taxo3BaHu, JEKOXEPEHIIMJOM-UHIYKOBAHO CcycIipe3ame nexkoxepennyje (JAUCH)
meron (B. ooamax 10.5, Dugi¢ 2000) je opuruHaaHo (GopMy/arcaH Kao MOCTYIaK 3a
Cycrnpe3ame JIEKOXEpEHIMje y KBaHTHOM xapaBepy. [1o cBom caapxajy, oBaj METO ce
THYe Mehydenyjyhux cUcCTeEMa W THUYE CE€ cycnpe3arba cniemeHocmu Mehy oBUM
cHUCTeMHMa — HITO je 3ajeJHHYKO M 3a agujabarcku Merton. Ca npyre cTpaHe, OH
00e30ehyje 6ocamujy wHPOpMaTHuKy (M (GU3MYKY) H300BaHOCT Mehynemyjyhux
TMIOJICUCTEMA, Ca jeIMHAM OTPAaHIUYCHEM Y CMHCITY BPEMEHCKOT HHTEpBaJIa y KOjeM Ce TO
MOXX€ CMAaTpaTd BaJbaHUM — 3a Pa3IUKy OF aaujabaTCKOr Mojesia, OBaj METOJ HeE
YCIIOCTaBJba U30JI0BAHOCT Y IPOU3BOJEHOM TPEHYTKY BpEMEHA.

JWC/ meton pa3marpa TPOUYECTUYHM KBaHTHH cucTteM S+ B+ E : oTBopeHHn
cucteM (S) koju je y mehynernoBamy ca CBOJUM OKpPYKEHEM (,,pe3epBoapom*,
»HKymatuiom®, B) m 3amarak je cycrpesame (ocinaliberme, 0aln Kao y aaujabaTcKoM
KOHTEKCTY) CIIETCHOCTH, a OTY/a M, T3B., ICKOXEPEHIN]Ee y CUCTEMY S YyCIes yTuliaja
okpyxema B. HapaBHo, mpernocraBka je a ce Ha OBaj CUCTEM HE MOXE MPUMEHUTH
anrjabaTcka arpoKcUMallija.

Merton mpeicTaB/ba M IOCTYHNAK ,MHKEHEPUCAma KyHaTHIa‘™l, y cMucity
IUIAHUPAHUX TIOCTyNaka Hao xynamuiom B, y3 momoh Hekor crnospaiimer, Tpeher
cHCTeMa KOJU ce MOYKE O3HAUMTH Kao OKpyXkemwe Kynaruna, E . [IpernocraBke Metona
cy: okpyxemwe E mehynenyje camo ca kynatwiom B, v Ta uHTEpakiyja y HOTIYHOCTH
JOMUHHPA AUHAMUKOM TPOUECTUYHOT CUCTEMA.

Moske ce nokazatu (Dugi¢ 2000, 2002¢) na je crame TPOUSCTHYHOT CHCTEMa
CIIMYHO TI0 CBOM OOJMKY CTamy Yy u3pasy (13.4), mpencraBibeHo y M0jeIHOCTaBIbEHOM
o0IuKYy:

|\P>SBE =|(p(t’OB)>s|O>B|Z(t)>E +|o(|C/C|’t)>s|3E' (13.5)

IJIe je MaJli WIaH ca JIeCHe CTpaHe oJpeleH KOMMYHUKOM jaurHa MehyznenoBamwa c,C
mmehy moacucrema S u B, T1j., B u E, pegom. Crame | ;((t)>E HocH onpeheny

3aBUCHOCT OJI CTama, a OTyzla W uHopManuje o oba cucrema, S u B, ok crame
|(t,05)) HOcH onpeheny (mapamerapcky) HH(OpMALH]y O cTaby Kynaruna (Dugic and

! Eur.: Environment engineering.
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Jeknié-Dugi¢ 2009) — Gar kao y aaujabaTckoj JOKaTHOCTH. DU3UYKK, METOT YCIIOCTaBIba
oapeheHy MaHUITYJIaIH]jy KOJOM Ce€ KYMaTuio (JeKOXEPEHIM]CKI-3aCHOBAHIM TIOCTYITKOM)
TPUCHIbABA JIA CE Y HEKOM TpeHYTKy Hahe y mocebHoM cramy |0),, Tako Ja ce 3a
peNaTuBHO ayre (ajlu He u MnpoussobHO Oyee) BPEMEHCKE WHTEpBAJC, YOUaBaAHC
MoCJeMLA CIJIETEHOCTH (IPUCYTHUX Yy MajoM WiaHy Ha J.c. uspasza (13.5)) moxe
cMaTpaTtd Majio BepoBaTHUM zorahajem. MHpopMaTHiku ce 1ojaBibyjy l1Ba HHBOA
M30JI0BAaHOCTH. /Ip6u HUBO ce THYE M30JI0BAHOCTH cUcTeMa B oy 00a moacucrema — 10
Ha [IPOM3BOJbHY, TOPE HEUCTAKHYTY (ha3y, IleroBa JMHAMUKA je ,3aMp3HyTa™“ — S U E .
/Jlpyeu HrBO ce THue nH()OPMATHUKE OJICEUEHOCTH cucTemMa S of cucteMa E (ca kojum
u He Mehynenyije)?. ITpu ToMe, Hako cucTeM E Moske MMaTH HH(GOPMAIHjy O CHCTEMY
S, 0OpHYTO HE BaXkKH 3a AyXH (aJil HE ¥ IPOU3BOJBHO JYTH) BPEMEHCKHU MHTEPBAJL.

13.3.3 Hugpopmamuuxa nokainocm y mpo4ecmuyHoM CUCTIEMY

V tpouectrunom cuctemy A+C+B, camo map (A,B) Huje y Mmelyco6HO]
unTepakiuju. [TocTaBiba ce 3amaTak W30JI0BUBOCTH clcTeMa A oJ cuctema B, koja je
JjemHOCMepHa (cucteMy B Huje 3a0pameHO TIocenoBamke Heke MH(OpPMAIIM]e O MOJICUCTEMY

A), ¥ KOja BaKU Y CBAaKOM TPEHYTKY 3a N30JI0BaHU clokeHH cucteM A+C +B.

Onmry ycnoBu MHGOPMATHUKE JIOKATHOCTH (M30JI0BAHOCTH) Y OBOM CMHCITY
yBenenu cy oj crpane Illymaxepa u Bectmopnanma (Schumacher and Westmoreland
2005). Hanme, ako ce jeman TpodecTHuHu cucteM A+ C + B Kao 1ermHa MOYKE OTHCaTH
yHutapHoM (Hmp., peamHrepoBoM) NpPOMEHOM CTama, Tala HpPemnocmaska
nH(pOpMaTHUIKE W30JIOBUBOCTH M OJICYCTBAa MHTepakiuje m3mehy moacucrema A u B
uMa 3a nocieouyy Kay3aaHy CTPYKTYpPY THMHAMHUKE CI0KEHOI CHCTeMa, y CMHCIY Ja
npBo Mehynenyjy noacuctemu A u C, a Tek onaa nojacucremu C u B. Jlpyrum
peunMa, MoJl npemnocmagKkom YHUTapHe AWHAMUKE CJIOKEHOT CUCTEMa, OBa Kay3alHa
CTPYKTypa AMHAMHKE j& nompedar ycioé NHPOpMaTHUIKE U30JI0BAHOCTH, Tj., IPEIM3HH]E,
OHa 2apanmyje 0JICYCTBO MpeHoca nHpopMmaimje ca cucteMa B Ha cucrem A. OGpHYTO,
MaK, He CTOjU: cUcTeM B Moske MMatu HeKy MHpOpMaiujy o cucreMy A — JaKie,
M30JI0OBAaHOCT HUje JIBocMepHa. [loj maTtuM mperrnocraBkama, MOZEN pa3MaTrpaH O
crpane lllymaxepa u Bectmopnan/a je cacBUM OMIITEr TUIIA U TUYE CE MHOTUX PEATHUX
CHUTYyallfja y MOJIETTy-KOJla KBAaHTHOT padyyHarba.

13.3.4 Hanomena

HNudopmaTtnuka H30J0BAHOCT HHUje CaMO akajeMcKka HH(pOpMaTHYKa Tema.
ITopen onpehene ¢pusnuke untynuuje (y certy pedeHor y Jodamky 1.1, pusnuka u

2 3a npouseomHo dye 6pemencKu uHmepean TojaBe Ce CIIETEHOCTH, YaK, U u3Mel)y noacucrema S u

E ., mako onm nHucy y mehycoOHoj mHTepakuuju. BpeMeHCKH HHTEpBANl 3a YCIIOCTABIHALE OBE
cruieTeHocTn (Tj., KOpelamuja CTama) je MPEenu3HO BPEMEHCKHM HHTEpBaJl y KOjeM HCTaKHyTe
JIOKJTHOCTH UMa]y CMHCIIA.
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MH(POPMATHYKa U30JI0BAHOCT Cy TIOBE3aHM]jE HETO IITO ce TO yOOU4ajeHo cMarpa), oHa
MMa ¥ CaCBUM IPAKTUYHUX MH(POPMATHUKUX CTpaHA.

Ha npuMep, y MOJIeNIMa KBaHTHO-PauyHAPCKOT Xap/Bepa®, BehuHa MHTepaKiyja
Mmely KkyOuToBuMa ce ocTBapyje myreM Tpeher mozacucrema, koju Mehyznenyje ca oba
KyOuTa M Tako TMPEHOCH, Tj., YCIOCTaBJba e()eKTUBHO MelhynenoBame qBa Kyoura (B.
Onemak 8.2 m Operpak 10.11). Y oBOM cmuciny ce pe3yiaTaTH KOjU C€ THUY
nH(pOpMaTHUKe U30JIOBUBOCTH T0JaBIbY]jy Kao Kpumepujymu ycneutHocmu Tax (A CBUX
CJIMYHUX) [IOCTYIaKA.

Otyna ropmy MpUMEPH/MO/IENT U30JIOBAaHOCTH HYy/Ie U cienehe nekuuje. [Ipso,
TUTTUYHA BPeMEHCKA CKald CUCTEMA KOJU MPEHOCH MelhyienoBame He cMe OMTH 3HaYajHO
Kpaha/myxka O BpEeMEHCKMX CKaja JMHaMHMKa KyouroBa (30or moryhe
amjabatnaHocTH). Jpyro, npejaxe noxkanne unmepaxkyuje y TPOYECTUIHOM CHUCTEMY
MOTy ycJIOBUTH MH(popMaTnuky n3osioBuBocT kao y JIMCJI cxemu. Tpehe, xayzanna
cxema TPOUYECTUUHHMX cucTeMa mpencTaBibeHa y Onesbky 13.4.3 moxe y3pokoBaTu
jemHOCMEepHY H30JIOBHBOCT IOjeMHUX JENOBa XapaBepa (HIp., MOjeMHUX MapoBa
KyoutoBa y peructpuma). OBo Cy, Aakie, HEeKd O]l 3aK/bydaka Ha KOje KOHCTPYKTOPH
KBaHTHOT XapJBepa MOpajy 0OpaTHTH MaXby, Te 1a OM Xapasep (pyHKIIMOHHCA0 OHAKO
KaKoO je 3aMUIIJBEHO Y TEOPH]CKIM aJITOPUTMHIMA U ITPOTOKOJIAMA.

13.4 ITumarve ,,uuma je cucmem“: ungpopmamuyxku acnekmu

CBakM CIOXKEHM CHCTEM C€ Ha pa3jIMuuTe HAauMHE MOXKE MOJCIUTH Ha
noJicucTeMe. Jean HaurH 10/IeNe Ha MOACUCTEME je O] HETIOCPEIHOT MUHTEpeca 3a HEeKe
KBaHTHOMH(opMaTHuke npotokoiie. Ha mpumep, y TpouecTuuHoM cuctemy 1+2+3
MOTY ce JIehMHUCATH Pa3IMYUTH CJI0KEHH ITOACUCTEMH, HIIp., (1+ 2)+ 3, 1+ (2+3)

. OBaj HaunH penie(hrHNCARHA TTOJICHCTEMA CIIOKEHOT CHCTEMA — Hpecpynucasarsem OYeTHUX
MOJICUCTEMA — je OJ1 MHTepeca y MPOTOKOJTy KBAaHTHE TEJICTIOPTAIUje, M TO 32 TOCTYIIaK
3aMeHe cruieTeHocTd (entanglement swapping) — Ogemsak 9.1. [lpyra, omreja Bpcra
peneduHnCcaa MOJCUCTEMA HMa U 030MIJbHH]E TIOCIISITHIIE.

VCTakHUMO TPOU3BOJBHE JUHEApHe KAHOHCKe mpaHcghopmayuje* Ha cKymy
CTEIeHH CJI000/1¢ U ’hiMa KAHOHCKU KOEbYTOBaHMX MMITYJICA (32 TI0jMOBE BUJICTH, HIIP.,
Mywuyru 1984), kojuma ce yBOJIe HOBH CTEIICHU CJI000Je W UMITYJICH. THM, HOBUM
CKyroM Bapujabiu, GpopMaiHo ce Ae(hMHHUIITY U HOBHU TIOACHCTEMH CJI0XKEHOT CUCTEMA.
A y HOBOj Ie(PUHUIIM]H CIIOKEHOT CUCTEMA, CTBAPU MOTY, i (PH3UUKH, U UHHOPMATHUYKHY,
cacBuM Jpyrauuje crajatu (Dugi¢ and Jekni¢ 2006, Dugi¢ and Jeknic-Dugi¢ 2008a,
Dugic¢ and Jeknié-Dugi¢ 2008b). PazMoTpumo oBJie HajjeIHOCTABHU]U MOTYHH CIIOKEHH
CHCTEM — BOJIOHUKOB aTOM.

OpHruHaIHO, BOJOHHMKOB aTOM (Kao CIIOXKEHH CHUCTeM) ce AepHHUILIE Kao
JIBOYECTUYHU CHCTEM ,,eJIEKTPOH + MpoToH (e+pP)*“. KanoHckum TpaHchopmarijama ce
yBOJM yenmap maca aroma (CM ) 1, HeU30€KHO, ,,pelaTUBHE KOOPAMHATE , KOjUMa ce

% Bugeru, nip., Nielsen and Chuang 2000.
* MopMaTHO TPUBHMjANIaH TIPUMEp OBMX TpaHC(OpMaIuja je, TOpETIOMEHYTO, TIPErPYIICABARLE YECTHIIA.
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bopmaiiHO yBOIM TOACHUCTEM ,peramusia yecmuya' (R). Tako je ,,aToM™ mojesseH Ha
JPYTY HA4YUH O] TOYETHOT, a IIpU ToMe Baxku: e+p=atom=CM+R.

OBaj, yoOwmuajeHu, mocTymak atoMcke ¢(usuke (koju (OpMaTIHO OAroBapa
MOCTYIIKY ,,cernapariije Bapujaomu‘’, Xepoym 1984) HoCH HETPUBHjaTHA HHPOPMATUIKI
caapxaj.

W kBaHTHA cTama, 1 00IMIM XaMUJITOHHjaHA aTOMA BOJOHHUKA Y Pa3INIUTAM
JIEKOMITO3HIIMjaMa Ha TIOJCHCTEME CYy CACBUM Pa3IMUUTHX KBAaHTHOMH()OPMATHUKHUX
MOTEHIIHjaJIa.

KynoHoBa MHTepakifja eleKTpoHa W MPOTOHA BOAM CIUIETEHOCTH HHUXOBUX
CTama, 0K Mel)ycoOHO HEeMHTeparoBame IIEHTPa Maca 1 peJlaTUBHE YecTHile 00e30ehyje
cemapaOMHO CTame 3a OBY JEKOMIO3WIMjy aTtoma. opMmaiHo, CTame aroMa
33JI0BOJbaBa JeJTHAKOCT:

Zci|i>e|i>p :|¢>CM|n|mlmS>R’ (13.6)

rIe ce ca J.C. T0jaBJbyjy CTaHAap[HA CTAllMOHApHA CTamka BOJOHUKOBOT aTroMa
(ompehena 100po MO3HATHM KBaHTHHM OpojeBuma n,l,m;,m; — B., HIIp., XepOym 1984)
kao pemema lllpemHrepoBe jeHAUMHE 32 YHYTpAIIbe CTEreHe cino0oae — CTeneHe
cimobone cucteMa R. VYV 3amarky 13.2 oBo crame je M Tpelu3HHUje 3a1arTo.
Heunrteparopame CM u R wuma 3a mocnenuiy (3amarak 13.3) ma, 6e3 criospanimer
yranaja (BUACTH 3a CYNPOTHO Yy OKBHPY HIDKE), JMHAMHUKA IICHTpa Maca OCTaje
HE3aBHCHA O] TMHAMHKE PEIaTUBHOT CUCTEMa, M OOpaTHO — Tj., CTalkbe aTOMa y OBO]
JCKOMITO3HUITU]U j€ CerapaOmIHO y CBaKOM TpeHYTKy. HapaBHo, cemapaOmiiHa crama cy
KJIAaCUYHO-CJIMYHA (KJIacuvHa (U3MKa HE IMO3HAje CIUIETEHOCT); a aKo CE JOII CTama
MOJICUCTEMa OTPaHMYe Ha OPTOHOpPMHUpaHe Oaszuce (3a CBakM (akTOP-TIPOCTOP CTamba),
Taza ce TPOLECUParhe HCKJBYYMBO Ca OBUM CTamkbUMa HE MOXKE Pa3IMKOBATH O]
KITaCHYHO-UH(POPMATHYIKOT.

Pazmmuntin 06 XaMuiIToHrjaHa aToMa YCIIOCTaBIbajy Pa3IMInUTe TPAJeKTOPHjE Y
nmpocTopy crama aroma (3amatak 13.3), m OTyma OCTBapyjy paziuuume pauyHcKe
npoyedype. Y 0BOM CMHUCITY, aTOM HHj€ jeJHO3HAUYHO Ae(hUHMCAH Ka0 KBAHTHH padyHap
(HeyHUBep3aJIHE CBPXE), I1a HU PAauyHCKHU MMOTEHIIHM]ajIH jJeJHOT T€ UCTOT CUCcTeMa (aToMa
BOJIOHWKA IIOJ] JIATUM YCIIOBUMA) HHje jeqHo3HayHo ojpeheH. [pyrum pednma,
Pa3IMYKTE JCKOMITIO3HIIH]E aTOMA Ha ITOJICHCTEME J1ajy CACBHM Pa3JIMUKMTE MOTCHITHjaIe
aToMa Kao KBaHTHOI Xap/Bepa, T€ yodaBame/KopHiheme TUX MOTCHIMjasia 3aBUCH
UCKJBYYHBO O] IIPaKTUYHE (OTIEpaTUBHE, Ta00PATOPHjCKE) MPUCTYMAYHOCTH OTICEpBAOIN
pa3MUUUTHUX TOJACHCTEMa aToMa. 3aTo ce Moke pehu jha je KBaHTHOWH(OPMATHUYKU
MOTEHIIMjalT KBaHTHUX CHUCTEMa penlamueHa CTBAp — CBE 3aBHCH OJ TOra Kako
,,[IOCMaTpamMo* CIOKEHH CHCTEM — KOju je AeduHHCaH Kao CKYI MOJCHCTeMA, Tj.,
OTIEpaTHBHO, KOje OTcepBaldIie CI0KEHOT CUCTEMA Cy MPAKTHYHO JIOCTYITHE.

Paznmuuute monene cino)keHOT cucTeMa Ha MOJICUCTEME PeNlaTUBU3Y]Y jelaH OJ1
OCHOBHX IIOJMOBa KBaHTHE WH(OPMATHUKE — TI0jaM JOKAIHOCMU ) OeQUHUCAY
(nod)cucmema — OBaj 10jaM je y KOpeHy jedHo- WK 080- KyOUTHUX omepaiija Teopema
10.2! Hrp., y BOZOHHKOBOM aToMy: Meperma Ha eeKTPOHY CY JIOKAIHA — YKOJIHKO TO
Mepeme He ,,J0AUpyje’ cTeneHe cuodoe (Tj., orncepBadie) mpoToHa. Alli, y TEPMUHUMA
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cucreMa CM 1 R, Mepema HaJl eIIEKTPOHOM CY CIIOXKEHa — Jia OU ce N3MEPHO TOJI0Ka]
ENIEKTPOHA MOTPEOHO j& MEPUTH Heuimo O]l TIoJiokaja ooa cucmema, CM u R, anu He
u O6uno mra. Haume, oBakBo Mepeme (Tj., MEpeHe TOJIoXKaja eICKTPOHA) MOpa OUTH
obaBsbeHO Haj cucteMoMm CM + R, anm He W HaX ,ienuM’ cucteMoM CM + R, Koju
,,O00yXBaTa“ joir u crerneHe ciobdo e mpoToHa. [lakie: Mepema Ha eIeKTPOHY Cy MepeHha
Hax CM +R, anm Tako Ja Ta Mepema CcadyBaBajy IOjaM JIOKATHOCTH — KOjU HHje
oudriienaH y TepMuHMMa cucrema CM +R; amm jecte oumrieqaH y TEpPMUHHAMA
,»CIEKTPOH** U ,,ipoTOH". Y 00pHYTO: MEepeme NoJI0Kaja IEHTPa Maca aToMa je Meperme
HaJ CIOXCHHM CHCTEMOM €+ P, ajld Tako Ja TO MCPEHE HE OTKpHBA PEIIATUBHO
pacTojame OBUX KBAHTHHMX YECTHIIA — Tj., HE OTKPHBA BPEAHOCTH OTICepBabdIIe MOI0Kaja
cucrema R . TakBo mepeme je 1okaiHo y OJTHOCY Ha mojiey atoma kao CM + R, anu ce
Ta JIOKAJHOCT HE BHJM y OJIHOCY Ha TIOJICNy aToMa Kao €+ P, jep, 10 aHaIOTHjH ca

TOPHUM, OBO MEPEHE MOIPa3yMEBa MEPEHE U HA €JIEKTPOHY, ¢ Ha IIPOTOHY, alld — U TO
Jj€ TOEHTa — He | MEPEbE Ha YeloM CUCTEMY €+ P ; MEpEHhE Ha LIEJIOM CHCTEMY €+ P je

Mepee Ha IIeJIOM aTOMY, Tj., HICTOBPEMEHO j€ U Mepeme Ha 11esioM cuctemy CM +R —
He 3a00paBuMo: e+ p=arom=CM +R.

VY npakcu, YMHU ce, 3a1paBo U HUje YBEK CaCBUM jacHO Koja oricepBabdia 1 Kojer
MOJICUCTEMA j€ ,,HETIOCPETHO * MepeHa. Y KOPEeHY TyMaueHmha MEPEHha Y OBOM CMHUCITY CY
Hallla MTHTYHIIM]a ¥ HABUKE, aJTd TyMadeha MOCTyMaka He Mopajy yBek Outu Basbana. Ca
KyOUTOBMMa C€ YMHM Ja PENaTUBHOCT IOjMa JIOKAJTHOCTH HE YCIOCTaBJba HEKa
030MJbHHU]Ja YTIO30pEHa, alld Yy OIIITEM CIIy4dajy, a MOCEOHO y OKBHPHMA KBaHTHE
MEXaHUKe, 0Ba YIIO30PEeHha UMajy U CBOj OTICPATUBHU PA3JIOT M CMHUCAO.

Keanmmuoungopmamuuko npoyecuparbe na udeaiHom 2acy.

Pasmorpumo uneanau rac on N kBanmHuX uyectvia. Kako mokasyjy 3amamm 13.2-13.4, na
TIPBH TIOTJIE]], TAKAB CHCTEM je MH(POPMATUYKH CHpPOMAIIIaH — HeMa CIUIETEHOCTH y CHCTEMY, a Ja Ou
ce (hopMupalia MOpajy ce MPUMEHHUTH CIIOJballlFbU IPeHOCHHIM Mel)ynenoBama Mel)y yectuiiama raca.
OBaj 3aKJbydaK OICTaje U y CITy4ajy MPUMEHe CIOJbaIlbEr TT0Jba Ha POU3BOJbaH Opoj YeCTHIA raca —
3a CIUIETEHOCT (OCHM aKo Cy uecThiie Mel)ycOOHO HIeHTHYHE) HEOXOHO je Mel)yenoBatbe y racy.

Melhyrum, kaHoHcke TpaHc(opmaimje (yomurewne uspasza (y 3aa. 13.2)) mornyHo Memajy
CIIMKY Y 3aKJbYUKE O H/ICATHOM Tacy.

Haume, yBoheme 1eHTpa Maca raca ¥ pelaTHBHOI CHCTEMa MOXKE Jia TIOHYAU CIUIETEHOCT Y
HOBOJIC()UHUCAHUM TOJICHUCTEMUMA. Pa3MOTpHMO HajjeIHOCTABHHJHU CITy4aj: MPUMEHY CIOJBAIIIHET

HoJba CaMO Ha jeOHy HYeCTHIy Taca — IPUMEHY HeKor mojba V f‘j Ha |-Ty uecruily raca. ¥
TepMuHnMa HOBe gexommosumuje raca, CM + R, 0Bo ciosanmmbe nosbe nocraje unmeparyuonu

unan, jep f'j =Rewm —Za jm/%Rma roe unnekecn CM, R ompelyjy momcucreme atoma |
m

nexomnosumjn  CM + R . Tako o0Bo cHobanmmse moibe 3a jeNHy IEKOMIIO3MIH]Y (CKYII
HeMehynenyjyhnx dectumna), mocraje nHTepakmja Mel)y mojcucTeMiumMa 3a APYry JEKOMITO3UIH)Y (
CM + R), ny T0j apyroj IeKOMIIO3HIU{H BOAM YCIOCTABIbaEbY CINIeTeHOCTH (3agaTak 13.4).
Haxne, HecauuHo cmamOapOHUM YHYMCMEUMA KGAHMHe Mmeopuje pauyHared, TPUMEHOM
(BUpTYeITHO OMITO KOjeT) CITOJbAIIIbET 110Jha Ha OMIT0 KOjy YECTHITy HICATHOT raca, IIOroJHUM H300poM
oncepabmu raca y gexommosunuju CM + R moke ce KBaHTHOMH(OPMATHYKN KOPUCTUTH PECYPC
KOjEr Hy/I CIUIETEHOCT M HENOKATHOCT — Makap y npuaimmy. Y cnyuajy N =2, oBne pasmarpan
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TIOCTYIIaK je O6pHyT Y OAHOCY Ha CTAaHIAAPAHU 3aJdaTdK KBAHTHOMCEXAHWYKE aHAJIN3€ BOJOHHKOBOI
aToMa.

13.5 Ocepm

3roHO je Ha jemHOM MecTy nopehatu Heke ocodune keanmmue unghopmayuje
KOJe Hemajy ananozona y Kjaacu4Hoj HHPOpMaTuI| U pauyHamy. Tabena Hibke To 1aje
Kao CBOJEBPCTaH IMPECEK CajipyKaja OBUX OCHOBA KBaHTHE MH(OPMATHUKE M KBAHTHOT
padyHama (yrnopenuTH ca Tabenom Ha kpajy Oxesbka 8.1).

KBaHTHM pecypcu: HeogpeheHOoCT (MocTojake KBaHTHOT  MHADOPMaTUYKO!
mmnTa)

KBaHTHW pecypcu: CNNETEHOCT U HENOKAMHOCT

KBaHTHW pecypcu: KBAHTHW napanenmsam

3abpaHa KIOHMpaka KBaHTHMX CTakba = HEPa3NMYMBOCT HEOPTOrOHASHMX
CTakba, Kao acriekm KeaHmHye HeoOpeheHocmu

HeraTtneBHoCT ycnoBHe (poH HojmaHoBe) eHTponuje, Kao acrekm KeaHmHe
criiemeHcomu

HenoTtpebHOCT eHepruje 3a hopMmpar-e KBaHTHE CNETEHOCTH
HectpyktuBHa  mHTEpdoepeHumja rpelaka (Y  MOHOBIBEHUM  HemaearnHum
MepernMa), Kao nocsieduya KeaHmMHoe naparsenusma

JeaHo- n ABo- KybuUTHa YHMBEP3ANHOCT pavyHara

EdomkacHM KBaHTHM NPOTOKOMM U anropuTMmn

OnwTtn Hayk: MHdopmaumja je pmandka

3AJALIA

13.1 HOKaSaTI/I HECraTUBHOCT YCJIIOBHC eHTpOHI/IjC 3a CJIOKCHU CHUCTEM Y YUCTOM,
CIUICTCHOM CTamby.

Pemerbe: VcioBHa eHTpoOnMja AehUHHUCAHA j€ H3Pa3OM S(A| B)z S(A, B)— S(B). ITpBu wiaH ca JecHe
CTpaHe MpeJCTaBIba CHTPOIIH]Y CIIOKEHOT CUCTEMA, JIOK JAPYTH YWIAH MPEICTABIbA EHTPOIIN]Y MOICHCTEMA
B . PasMoTpuMO IIpOM3BOIBHO, YKCTO, CILIETEHO CTAkbe |l// > ap Cloxenor cucrema A+ B . Kaxo croju y
m3pasy (5.17): cBakoM, jemHO3HAYHO ITO3HATOM, YHCTOM CTamy ce Tpuapyxyje Hynra (¢por HojmaHnosa)
CHTPOIM}a; Tj., S(A, B)= 0. Ca gpyre crpane, cxomuo uspasy (5.14a), moncucrem B je y memanom
cramy (MemaBuHa ,Jpyre Bpcre™), Pp = tI’A|l// > AB<I// | , 3a koje (mpaz (5.18)) cmemm nma

S(B)z —trgPg IN pg >0. Oryma menocpenno cnemm: S(AI B)< 0, y mormyHOj CympoTHOCTH ca

KJIaCUYHHM aHAJIOTOHOM.
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13.2 JlednHrcaty ¥ aHAIM30BaTH KAHOHCKE TpaHCOpMAIHje KOjuMa Ce YBOJE LICHTap
Maca M pcijlaTUBHA 4YECTULA aTOMa BOJOHHKA. EKCHJII/II_[I/ITHO 3alliCaTu CTrama
MOJICHCTEMA aTOMa Yy Ppa3IMYdTUM JISKOMIIO3WIMjaMa, W JaTH Tpeu3aH 3aIuc
(bakTopHrCarma MPOCTOpa CTamka aTOMa.

Pemreme: 3a atom BofoHuka Kao qpouectudnu cucteM ( N = 2), cucrem uenrpa maca (CM ) u penatusuu
cucreM ( R) ce yBone uspasuma:

. m.f, +m,Ff,
Ry =—— PP 5 —p ¢, (13a)
CM me"'mp PR e p
ca UHBEP3HKUM perlalpjama;
A m N A m N
£, =Rey +——— P, Py =Rey ———— g (132%)
e CM me"‘mp R:%'p CM me+mp R

I7le MHACKCH O3HAYaBajy eNeKTpoH W mporoH. CTaHIapaHa TEOopHja BOJOHHKOBOT aToMa Ce THYC
nexommnozumje atoma CM + R : enepruje cuctema R cy, npemmsno, yHyTpalibe eHepruje aToma 3a Koje
je ¢deHoMeHOMONIKN youeH (M TEOPUjCKH YTBpl)EH) IHMCKpEeTaH CIIeKTap BPEAHOCTH. Tako Teopuja
BOJIOHMKOBOT' aTOMa JIaje CernapaduIIHO CTame Kao Ha 11.C. (13.6), 1To y KOOpAWHATHOj PEHbIIPe3eHTALIHH

TiocTaje ¢(I—=\5CM )‘//nlm| m, (ﬁR). Ca npyre crpane, KyqoHOBa MHTepakKiija YBOOM CIUIETEHOCT CTarba
€JICKTPOHA U MPOTOHA. Y KOOPAMHATHO] PErpe3eHTalju, cucTeM €+ P ce Halla3u y CTamby 00JMKa

Z Ci i (I’e )n(rp ) . TToenra je na, 3a cBako crawe atoma, V' , croju jennakoct (13.6), cana y oGimKy:
i

Zciﬂi (r. )’7(rp): ¥ = ¢(Rewm )Wnlm, m, (=), (130)

IITO je ¥ CBOjeBPCTAH MATEMATUYKU 3aIliC MOCNeuIa KaHOHCKUX Tpanchopmaimja (13a). dopmaiHo,
XwibeproB mpocrop crama, H , atoma (6e3 crmHa) ce pasnmuuro (AKTOPHINE 33 pa3IddUTe
JIEKOMIIO3HIIMj€, KAKO je M MMIUIMLMTHO y m3pasuma (13.6) u (136): H ® H, =H =Hgy ® Hg.

(VounTu ia HeMa MHOTO CMHCITA YITHCHBATH KOOPMHATHY PENPE3EHTAIH]Y CTamby tienor atoma, V', ocum
Kajia ce 3a/1a ISKOMITO3HIIMja aT0Ma Ha MOJICUCTEME — Ca JIeBe | JieCHe cTpane crama V).

13.3 Yka3aTu Ha I0CTOjabe Pa3IMIUTUX TPAJEKTOpHja y IPOCTOPY CTaba aToMa y TOKY
HIpenuHrepoBe BpeMEHCKE €BOJTYLIH]E aTOMa Kao LIEIHHE.

Permerse: XaMIITOHMjaH aToMa BOJIOHHKA je CBAKAKO jeMHCTBEH omepatop, H , Ha Xmi6eproBom
MPOCTOPY CTarba aToMa BOJOHUKA. Y 3aBUCHOCTU O] e(DUHHUIIM]E aTOMa, Tj. IberoBe JIEKOMIIO3UIIM]e Ha
HOZICHCTEME, Taj OIlepaTop 100Mja pasauuuTe, 100po Mo3HATE®, OOIHKE:

H =Te +Tp +\7C0U|

13

~ -1
rae cy ca | O3HAaueHM KuMHeTHUKM wiaHoBM (emepruje), a Hpg =Tg —(1/47[80 ]ﬁR| . Vouurn

nennreparoake CM  u R artoma — ,cenapaimja BapujaGmu®. OBO HEMHTEPATrOBAME UMA M BAKHY

TOCJICANILY: YHUTAPHU OIICPATOP BPEMCHCKE GBOJ'IyL[I/IjG aToMa Kao LCIIUHE, U , AaT U3pa3oMm:

5 Xepbym 1984.
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U= exp(— itH / h) (13r)
Y IPYT0j NEKOMITO3UIIHJH CE MOXKE JCKOMIIOHOBATH:
U =exp(=itH /7)=Ucy ®Ug =exp(-itHcy, /7)@exp(—itHg /7). (13n)

TpuBujasan je 3amarak gokaszaru qa asa nogcucrema, CM u R, mehycoGHo HesaBucHO eBonynpajy y
BpEMEHY, U JIa je cTame atoMa (0e3 CliHa) y OBOj ICKOMITO3HUIIU]H YBEK CETapaOriTHO:

2(Rew tho(pr.t). (13h)

Canma je w3 (13Dh) jacHo: mpoTuIark-eé BpeMEHA YCIIOCTaBJba JIBE HE3ABHCHE TpajeKTopHje y (hakrop-
npocropuma crama, Hepyy u Hp . 3a map enektpoH-npoToH, Te TpajeKkToprje ¢y KBaHTHO KOpesIHcaHe.

OTy/ia IMHAMIKA TeHEPHCAHA jeHUM Te MCTHM XaMuiToHHjaHoM, H , MMa cacBHM pasiiunTe (pu3nuKe
TpajekTopuje, a oTyla ¥ UHQOPMATHYKE MyTamke, Tj., CAAPXKaje Y TEPMUHAMA PA3IMIUTHX MOICUCTEMA
JEITHOT T€ UCTOT CHCTEMa — BOJIOHHKOBOT aToMa.

13.4 JToka3aTu yCHOCTaBJbakhE CITIETEHOCTH 3a MJICAJTHU rac y moJby.
Pemere: MeaHu rac je ckymn HeMHTeparyjyhux yectuna koje MeljycoOHO HUCY Be3aHe HUTH je/THA APYroj
orpaHnyaBajy Kkperame. Tako ce uaeannu rac on N dectuiia nedunuine CKymoM BEKTOpa MOJOKaja THX

YeCTHUIIA, {ﬁ ,i=12...N } VYorirermne HHBEP3HHX KaHOHCKUX TpaHchopMariija (13a”) yBomu jenHakoct

fj = ﬁCM —Za jmPm - HemocpeHoM cMeHOM OBE jeIIHAKOCTH y M3pa3 3 CIIOJbAIIIILE TIOThE jelIHe,
m
HIp., | -Te "ecTnie raca, maje:

\7=V(f'j)=V Rem ~2.%mPn |=Hemar - (13¢)
m

Osnaka Ha na.c. (13e) uma 3a CBpXy Ja HCTaKHE Ja C€ Pagll O UHMEPAKYUOHOM XaMummouujany 3a
nexommosumdjy raca kao CM + R . Hemocpeman mokas ycrocrapibama CIETEHOCTH (32 MHTEparyjyhe
CHCTEME) 3aXTeBa YIIO3HABAE Ca HEKUM JIeTajbuMa KBaHTHE MEXaHHKE OTBOPEHHX CHUCTEMa M YUTAold
camo ymyhyjemo Ha nurepatypy, Hip., yeuhi 2004.
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Jlooamak 1.1 Pazmena cuenana 6paice 00 céemnocmu

»»JIEeTEpPMHUHUCTUUKN CUTHAIUA Cy, MO AePUHULUH, HenpekuoHu. Hbuxopa
JIETEPMUHHUCTUYIHOCT Ce Oriesia y GU3MUKOj Kay3arHocmu KOja uX OJUTMKYje: o3Hajyhu
CHTHAJI y jeTHOM TPEHYTKY Moryhe je, jelHO3HA4YHO, OAPEAUTH Taj CUTHAI (110 CBUM
HETOBUM KapaKTEepUCTHKaMa) U y OMJIO KOM KacHHjEeM TPEHYTKY, ¥ TO ca BepoBaTHOhoM
1.

Iloceban mpumep HENMPEKUIHUX CUTHANA Cy MYACHU cueHaru (HIp., KOX
HITysicHux Jacepa’). Ilox ,,myncoM® ce moapazymeBa HArJo, U 8pa0 KpamKompajHo,
nojayame (yBehame MHTEH3UTETa) CUTHAIA. AKO ce TO yBehame MOKe MPEIBUICTH 3a
CBaKU TYJIC Y HU3Y, YHaNpea, OH/AA C€ paadl O JCTePMHUHHUCTUYKOM curHaiy. Kako
nokasyjy Brunner et al 2004, takBu curHamu (ca, wim 0e3, IyJjceBa) ce Mozy
pazmersueamu u opiice 00 c6emMaoCmu y 6aKyymy!

Axo ce Mofynaluja mysuceBa 006aBjba Tako J1a c€ MOT'Y OCTBAPUTH ,JIOTHUKO 0%,
1 ,,JIOTUYKO 1%, Tayia ce ¥ OHM MOTY pa3MemUBATH OpKe 01 CBeTiIocTH! Al TIOEHTa je Y
cienchem: pazmena ungpopmayuja, no neuHULIAIN, 3axXmeea TECTCPMUHUCTHYKA U
CTOXaCTUYKHU, He3asucHe nyncege. TakaB HU3 Hyla U jequHUIA (Tj., IIyJIceBa) — KOJU
MelyCOOHO HUCY (IETEPMUHUCTHYKH ¥ CTOXACTUIKH ) KOPEITHCAHH W/WIH YCIIOBJbEHH (a
KOJU jeOUuHU MO2y NpeHoCUmu uhgopmayujy) — ce He Mo2y npenemu (pazmeHumu)
opyce 00 ceemnocmu! JIpyrum peunma: cBe JIOK je ,IpyIHY Op3uHy* mysica moryhe
pa3MeHHuTH OpiKe O] CBETJIOCTH, ,,0p3uHy nH(popManurje* Hrje Moryhe yanHuTH Behom
O]l CBETJIOCTH Y BaKyyMy.

Mooamak 1.2 Csoousocm KiacuuHoe pesep3udUIHOe pPAYyHaArba HA  KIACUYHO
Upesep3uOUIHO padyHarLe

Tako3sana Todomnujesa (Toffoli) karmja, cama 3a cebe, octBapyje ynugepsanto
(kimacuuHO) pesepsubunno padynamwe. Ha Cn. J[1.2.1 npencraBibeHa je oBa Kamuja u
neUHUCAHO HEHO JenoBame. Ty ce Bumm Aa je TodonmjeBa kanvja peBep3nOMIIHA.
3aHeMaprBameM HEKMX OMTOBA, HEMIOCPEIHO CE OCTBApPY]y peBEp3UOMIHE KamHje Koje
OIlepHIly Ha MameM Opojy OuToBa o4 3. 3aHUMIBUBO, TAKBE KalMje HeMajy 0COOMHY
yHHUBep3aTHOCTH. Tj., HajMamu Opoj OMTOBA 32 YHHBEP3ATHO PEBEP3UOITHO pauyHame je 3.

Manunynanujom ynasuma Ha TodonujeBoj Kanuju Moryhe je ocTBapuTH cBe
olepaiyje W3 CKYyIoBa EIIEMEHTApPHUX OIllepallija YHHBEP3ATHOT Upesep3udUIHoe
KJIIaCHYHOT padyHama. OTy/ia ce OBOM, jeTHOM jeIMHOM, PEBEP3UOMITHOM KaIijoM, MOTY
pENpOJIlyKOBaTH CBE HMPEBEp3MOMIIHE Kaluje W3 MOJeNla-Koja YHUBEP3aJIHOT
upeBep3uOMIIHOr pauyHama. OBa ornepalnuja ce MOXKe JIAaKO (PU3MUKH OCTBApUTH — B.
CIIMCAK JIUTEpaType Ha Kpajy MPBOT MOIJIaBJba.

! Hcro Bakn m 3a OpeKMHOBY KalHMjy — OHA cama MpPEICTaB/ba ,,CKym* (jEIHOUNAHH CKYI)
eJIeMEHTapHUX Kallija YHUBEP3aTHOT KJIACHYHOT (peBep3nOmIHOr) padyHama — BuaeTH 3aaatke 1.10
u 1.11, ITornassse I.



b b
C C @ ab
Cn. J11.2.1 Todomujesa xammja. Cumbon ,, D osHauasa omepauujy WJIU;

nozipasyMeBa ce 0OMYHO MHOKere, ab . Yountu jensak 6poj yIasHUX U M3JIa3HUX
OMTOBA — a OBA KATH]a j& cama cebu UHeep3Has, me je U pesep3ubunta.

3a ¢ukcupan Tpehu 6ut jeanax 1, oBa kanuja (yHKIMOHHMIIE Kao onepanrja U
(,,HE-U** — crannapana npeBep3uOmiTHa Kamuja) 3a mpBa Ba outa. 3a pukcupane npBu
u pehu OouT jeanake 1 u 0, peom, oBa kanja GyHKIMoHMIIE Kao orneparrja FANOUT
— tpehn Out nocraje jeanak apyrom. Cana, kako omeparje U u FANOUT octBapyjy
JelaH CKYII eleMeHmapHux onepayuja YHUeep3auiHo2 upegep3uduino2 pauyHama, cama
TodonmjeBa kamuja ce MOKe KOPHUCTUTH, MAKO j€ pPEBEp3UOMIIHA oOrlepaija, Kao
YHUBEp3aJHa Kaluja HPeBep3UOMIHOT KIIACUYHOT pauyHamba.

Tako je TodonujeBa Kamuja OCHOBa YHHMBEP3AJIHOT, U PEBEP3UOMIIHOT, U
MPEBEP3UOMITHOT KJIACHYHOT padyHama. O0e30ehuBameM cmoxacmuunocmu ynasa 'y
TodonmjeBy kanujy ocTBapyje ce KIIaCHIHO CHOXACMUYKO PadyHAbE.

Oryna je TodojujeBa kamuja jeTHOWIAHHM CKyN €JIEMEHTapHUX Karuja
YHHUBEP3JTHOT KJIACHYHOT padyHama, OWJI0 OHO PEBEP3UOMIIHO, WM HE, OO OHO
CTOXaCTUYKO, WIH AETEPMUHUCTUYKO.

Hooamak 2.1 Onepayuje ca mampuyama u 0emepmuHaHmama
a

Marpunia o6m1mka ce Ha3MBa MaTPULIOM KOJIOHOM, a MaTpHlla Koja uma
c

a py
jemHak Opoj BpcTa (BOJOpPaBHO) M KOJIOHA (YCHpaBHO), THMA | € ¢ 4 |, CE Ha3MBa
v kK A

KBa/IPATHOM.
bpojesu y marpunu ¢y mampuunu enemernmu. Tako, MaTpUYHU €IEMEHT &

O3Ha4aBa eJIEeMEHT | -Te BpcTe (OpojaHo 0J103r0) U | -Te KoJloHe (OpojaHo ¢ neBa). 3aTo

ce MaTpHlie HeKaJla M 03Ha4yaBajy KpaTko ca (aij ) , oipazymeBajyhu:

2 Jlokas (rpaduuku J0Ka3 je mpeaMmer 3aaatka 1.7): dee npumene oBe kanwmje (namtehu na ce npea
06a buma ne merbajy) 3a mpehu 6um najy pe3ynrart (C @ ab) @ab=c® (ab @ ab) =c®0=c.

Tj., {a, b, C} e Tobomjene m"jcﬁ{a, b, C} — IITO je YCIIO0B PEBEP3UBHITHOCTH Orlepanuje.



a,; a,
A=(a)=|a, a, .| (J12.1.1)

Marpuna tpancnionosana Marpuuy (J2.1.1), y osmamu A’ , 106uja ce 3aMeHOM
eleMeHara, a; <> a;;, mro y sanucy (J12.1.1) naje matpuiy:

ji?

all a21
Al=la, a, ..|. (J12.1.2)

AnjyaroBana wmarpuia, A’, ce neduHHIIE Kao KOWmYroBaHa (y CMHCIY

KOHbYTOBamba KOMIUIEKCHHX OpojeBa) TPaHCIIOHOBaHA MaTpPUIIa, (AT ) :

A =la, a, .| (12.1.3)

a aa
(D) « o (J12.1.4a)
C aC
a, & .| (ea, aa,
2 ala, a, ..|=|aa, aa, ..|. ([12.1.406)
Cabuparwe mampuya.
a a ata
@ O 1o P[P (J12.1.5a)

c Y C+y

ail a12 bll blZ a11+b11 a12+b12
2|a, a, ..|+|b, b, ..|=|a,+b, a,+b, ..|. ([2.1.50)




Mmnoorcerve mampuya:

ail a12 a13 o bll b12 b13

C=AB= a‘Zl a'22 a23 o b21 b22 b23 R
aSl a‘32 a33 o bSl b32 b33 e

allbll + a12bZl + a13b31 +... a11b12 + a12b22 + a13b32 + a11b13 + a12b23 + a13b33 T
aZlbll + a22bZl + a23b31 +.. a21b12 + a22b22 + a23b32 + a21b13 + a22b23 + a23b33 to (I[z 1 6)

a31b11 + a32b21 + a33b31 +.. a3]_b12 + a32b22 + a33b32 +.. a31b13 + a32b23 + a33b33 ..

Cll ClZ C13
C21 CZZ CZl
C31 C32 C33

ij 2

Tj. MaTpHYHH eleMeHTH Matprie C=AB, C;, 3aI0BOJbaBajy jeNHAKOCT: C; = Y a,b .
k

MHoxeme MaTpula-koioHa (BpcTa) Huje Oegpuuucano, IOK jecte aeduHUCAHO
MHOKEHE MaTPHUIIe-BPCTE MATPUIIOM-KOJIOHOM:

o

(a b .)| B |=aa+bB+.., (12.1.7a)

mTo je 0Onvan Opoj, HMje MaTpuIla, O6ar kKao 3a enemente marpuie C 'y uszpasy ([12.1.6).
Ca apyre cTpaHe, MHOXXEHE¢ OOPHYTUM CIIEJIOM JIaje MaTpHILY:

a a(a b ..) aa ab

Bla b .)=|Ba b .)|=|pa po .. (J12.1.76)

ITO Yy CJIy4ajy jeHAKOCTH CBUX eJeMeHara, a=a,b=f3,..., mocTraje T3B. npojekmop
(Hooamax 2.2).

Axo 3a Matpuiy Baxu: A= A", 3a by ce KakKe JIa je epMumcKka MaTpuia. AKO 3a IeHe
CIIEMEHTE BAXH JENHAKOCT Y a%,a, =J;, Tala ce 3a by Kaxe 1a je yHymapha, U Taja
k

E
BaH jeHakocT: A"A=AA" =1 < A" = A", rJie ce N0jaBibyje jeqMHIYHA MaTpuia, |
0 0

0 0
1 0]
0

1
0
| =
0

o = O

(J12.1.9)
00

¥ MHBep3Ha Matpuna A, nedunucana uspasom: AA' =A"A=1 .



MHoXxeme MaTpHLa je CpeUIIIba TEXHUKA padyHama ca MaTpulaMa. 3ato je yIyTHO
Ty TEXHUKY J€THOCTaBHH]jE NPE/ICTABUTH.

S il (2.18)

TO JECT, MHOKEHEM | -T€ BPCTE MaTpuile A ca j-TOM KOJIOHOM Matpuile B, naje c; -

i enemenT Matpune C(=AB), ¢; =a,b; +a,b,; +a;b,; +..., 6anr kao n y (J12.1.7).

,.Jl6onusocke “ mampuye
Hspauynasarwe demepmunanme

JlerepmuHanTa npyror pena (IBe BpPCTe W JIBE€ KOJIOHE) ce JedHuHHIIE, Tj.
W3padyHaBa 10 MPOTIHCY:

8; &

a, a, =88y, —a,a8;. (I[Z 1 -10)

JlerepmunanTa 3. pesia U3padyHaBa ce 1Mo oOpaciry:

8, 8, 83 _
8y 8yp Aypl= (_1)I+k A", (A2.1.11a)
By Ay Ay

VY m3pazy ([12.1.11) ce ne noapasymeBa cabuparme Mo UHAEKCY i (KOju ce OBJie
THYE i-Te BpCTe, KOjU CE MpouseomHo 6upa, W Koju je ¢uxcupan), nok A®D,
MIPEACTaBIbA]y noOOdemepMuHarme TIOJIa3He MaTPUIIE KaJla ce U3 He M30pHUIIly i -Ta BpcTa
u K-Ta KOJOHA, YMME OBE IMOJUICTEPMUHAHTE IIOCTajy IPYror pena. YOIITeHhe
(2.1.11) je HemocpeaHO: MOAACTEPMHUHAHTE CY YBEK, 32 je[laH, HIKET pefa O MoJjla3He
JIETepMHUHAHTE, U TUME Ce MPOPauyH CBOJM HAa KOHAUHO M3pauyyHaBambe JETEPMUHAHTE
2. pena. ExBuBanentHo (/[2.1.11a), BpenHOCT JeTepMHHAHTE c€ MOXE 3aJaTH MPEKO
MIPOU3BOJHHE KOJIOHE:

oA A
ay Ay A= (-1) a,AY, . (J12.1.116)

k=1

83 85 ag



Taxo necra crpana (J12.1.116) nocraje®, mnp.:

A A an‘.
a3l a33 aZl a'22

a'21 a‘23

+a,,
83 g

~a, (J12.1.12)

2

MHnooicerne demepmunanme cKaiapom

a, &, a3 |ad; &, a; a, a, ay;
aja, 8, ay/=|ady 8, ay|=|ay ay, ay |, (12.1.13)

Ay Qyp Ap| |@dy &, Ay |ad; qd, (dg

TJ. MHOXEHE C€ CacTOju Y MHOKEHY CBUX €JIeMEHaTa jeJJHE BPCTE, WM jJeJHE KOJIOHE
neTepMUHaHTe. JleTepMuHaHTa je jenHaka Hyau ako cy (Buzaetu ([12.1.11a,0)): enementu
jemHe BpcTe (WM jeJJHE KOJIOHE) CBH JeJJHAKH HYJIH, WIM aKO Cy JIBE BpCTe (WM JBE
KosioHe) MelyycoOHO jeHake.

Mooamak 2.2 Xunbepmos npocmop u onepamopu Ha remy

[Tox XunbGepToBHM MPOCTOPOM Ce TIOIPA3yMERBA, y OIIITEM CITy4dajy OECKOHAYHO-
JTMMEH3UOHAIIHY, JIMHEApPHH, YHUTApHU BEKTOPCKH TPOCTOP KOjU je cemnapaluiiaH,
KOMIIaKTaH" U KOMILIETaH, Ha KOMe je Ne(MHHMCAHA METPHKA 3a/aBabeM CKATapHOT
TIPOM3BO/IA.

HNIEJA: O sekmopckum npocmopuma ce MOXe MUCIUTH TI0 aHAJIOTH]A ca OOMYHUM,
EYKITUACKAM TPOJAUMEH3NOHATHUM IIPOCTOPOM OOMYHUX BEKTOpa, kao Ha Ci. J12.2.1.

4

Ca. 12.2.1 Bexrop f=(X,y,Z)E(I‘ r r).

x1lyriz
OBaj mpocTop YMHE, HIIpP., BEKTOPH TIOJIOKaja MaTepujaliHe Tauke, KOjUX nMa
HenpeOpojuBO MHOTO (KOJHMKO U Tadaka y mpoctopy). JIuHeapHu 30Hp 1Ba BEKTODA,
ar+bgd (rme cy ckamapu a,b peamnu OpojeBu) je Takohe BEKTOp y MPOCTOPY —
JIUHeapHOCM BEKTOPCKOT MPOCTOpA.

% OB1ie je meTepMuHaHTa U3padyHaTa MPEKO eleMeHaTa apyre Kououe (1= 2).
* OcoOMHE KOMITAKTHOCTH ¥ KOMIUIETHOCTH Cy O BaYKHOCTH 38 G6ECKOHAYHOIMMEH3MOHATHE POCTOPE.



CBaku BEKTOp I Ce€ jeTHO3HAYHO MOXKE PA3BUTH 110 OPTOHOPMHUPAHOM 0a3UCy
(OHB), (1,7 .k):
F=ri+rj+rk, (42.2.1)
r7ie Cy KOOpIMHATE I,i=X,Y,Z, pealHl OpPOjeBU, Y3 BAKEHE OPMOHOPMUPAHOCHIU
basuca.

Pr=1g=kek=l (12.2.2)
i-j=i-k=k-j=0

TJIE C€ TI0jaBJbYj€ CKAIAPHU NPOU3B00,

(F.4)=r-d=|r|-|d|-cosl] (r,q) (J2.2.3)

Hpyru 3anuc necue crpane (112.3) je: r,q, +r,q, +1,q, . [loctojame npebpojusoz

bazuca y mpocTopy je 0coOnHa cenapabunnocmu npocropa. bpoj Bekropa (jequHuyHe
HopMe - optoBa) y OHB je oumensuonannocm npocmopa.
VBoheme ckamapHOr Tpou3Boaa oMoryhyje yBoheme Mepe Ha BEKTOPCKOM

TPOCTOPY, Tj., AyxKuHe Bektopa: |F|=~/F -7 = [r>+ 17+ - mempuuku npocmop.

XunbeptoB mpoctop H', 3a KOju BaKU: CBaKM €JIeMEHT H' je NCTOBpEMEHO U
eneMeHT H , m mocTtoje ememMeHTH mpoctopa H Koju Hucy enemeHtd H', je
noonpocmop nipoctopa H , mrro ce nmume H'< H . JIga mognpocropa, H' u H", TakBu
Ja  BaXU  OPTOrOHAJHOCT 32  CBE  BEKTOpPE  OBHX  MOZNPOCTOPA,
(x|y)=0,V|x)eH" V|y)e H", cy MeljycobHO opmoeonannu noonpocmopu.

Enement x XunbeproBor mpoctopa, H, ce o3HauaBa ca |X) - Jupakosa
Homayuja (o3Hake). OcobuHa suHeapHocmu npocmopa je IpeICTaBIbeHa U3pPa3oM:

a|X)+Aly)eHv[x)[y)eH, (2.2.4)

rie cy KOHCTaHTe «,f Yy OIIITEeM CIy4a]y KOMWIeKCHU Opojesu — OcoOHMHA
yHumapHocmuy XunOepToBOT MPOCTOpa.
3a cBaka JBa eJeMEHTa MPOCTOpa,

X),|y), yBomu ce cranapnu npoussoo,
(x,y)=(x|y), Tako na BaXKI:

@ (x]y)=(y|x)",

©) (=[x >0,

(8) (x|x)=0, axko |x)=|0); HynTn Bekrop ce medunume: |X)+a|0)=|x),V|x)eH n

Hynre je Hopme, (0[0) =0; o3Haka ||| X>|| TIPEZICTaBIba HOPMY (,,y’»KHHY ‘) BEKTOPA.

® 'V onmrem ciydajy, CKagapHH MPOU3BOJ j€ KOMIUIEKCHH OpOj; cCUMOOI «*» 03HauaBa KOMILIEKCHO
KO YTOBAbE.




Opmonopmupanu 6azuc (OHB) mpencraBiba MakCUMaTHH CKYIl JIMHEAPHO

HesaBucHHX® BEKTOpa, {|V;)}, Iie 3a CBaka /[Ba BEKTOPA W3 OBOI CKyIa BAXKH YCIIOB
OPTOHOPMHPAHOCTH:

Li=j
<Vi|vj>:é‘ij :{O,i ” J (HZZS)

Iocrojame npedpojuBor OHB je ocobuna cenapabuinocmu poctopa.
CBaKH eNIeMeHT TIPOCTOPa Ce jeOHo3HauHo pasnaxe 1o narom OHB':

|X) = Zi:/:i Vi), & =(v|x), (J12.2.6a)

y3 edHICAmE HopMe 6eKmopa®:

SENEEE W : (12.2.66)
Nmajyhu y Buny (/12.2.6a), ckanapHu Npou3BO/ IBa BEKTOpa UMa OOJIHK:

(xly) =24 m (J12.2.7)

y3 BaXKeHbe pasiarama 1o Gasucy: |y)= > n|v;), y3 nedusummjy:

O1-19)" =[St =St

N360p jennor OHB Bomu penpezenmayuju Bekropa XumdepToBOT IPOCTOPA, Tj.,
M30MOP(H3MY OBOT ITPOCTOPA Ca MPOCTOPOM MATPHIIA-KOJIOHA!

&) ((wlx)
& || (valx)
|X) <> i P (J12.2.8)

6 JlumeapHa He3aBUCHOCT cKyna je peMHUCAHA M3PA3OM: Zai |Vi>= 0= ¢, =0,Vi.
i

«Maxcumannocmy» IAMHEAPHO HE3aBHUCHOT CKyIIa 3HAYM ciefehn yciIoB: T0faBame HOBOT €JIeMEHTa
(BeKkTOpa) CKyIy YBOAM JINHEAPHY 3aBUCHOCT TOT, HOBOT, CKYTIa.

" Tapa ce kaxe 1a OHB «pasBujay» npoctop, 1 o3Hayasa ce: H = L({|Vi >} Ji=12,..,N ) , dimL=N.
8 Ilokas ma je & = <Vi |l//> : CKaJIApHO MHOMKEHE

(vi|w)=(v |[Z§i |vj>j = D6 (VW) = D88, =60+ &0 + &S +8i8

=§-0+&5-0+&-0+...+& - 1+..=;



Bekrop (x|=|x)" ce penpeseHTyje MaTPHLIOM-BPCTOM, KOja j& GIIEMEHT IIPOCTOpa
ITyatHOT XWJIOEPTOBOM IPOCTOPY:

X=(& & & .), (J12.2.9)
Ta ce CKaJIApHU MPOU3BO/I PENPE3CHTY]E MMPOU3BOIOM MATPHIIA:

Ui
Xy =(& & & .) Zz =& (J12.2.10)

bpoj enemenara y OHb je oumensuonannocm npocmopa, dimH . A mu hemo
HaJlaJbe UIMATH Y BUJTY, TIpE CBEra, KOHAYHOMMEH3HOHATHE mpocTope. M3omopduzam
XunOepToBOT TPOCTOpa M MPOCTOpa MaTPHUIA-KOJIOHA C€ CACTOjd y jeTHO3HAYHOM
npeciukaBamy (mamrehn ogadpanu OHbB penpesenTanuje):

& as
a|x) o a 2 = 2?3 (2.2.11a)
& h ag + pm,
S M| _ ag, + p,
alx)+ ply) o a A o Dt (J12.116)

rac Cy IpUMCHCHU IMPOIMMCHU MHOXCHA CKaJIapoOM, U ca6I/IpaH>a Marpuia, H3pasu
(J12.1.42,6).

Onepamopu Ha XunbepToBOM MPOCTOPY Cy MpeciuKaBamba BEKTOpa MpocTopa,
IITO Y O3HaKaMa M3IJIeNIa:

Az|x)—>1y), (J12.2.12)
j.
Alx)=]y), (2.2.13)

3a Hac Cy 01 HHTEpEca CaMO ePMUNCK, Y YHUMAPHU OTIEPATOPH, 3a KOje BAKH
|X),|y)eH ;3a |x) ce kaxe na je y domeny onepamopa A (|x)e D(A) ).

Tomohy ckanapHOT POM3BO/A CE YBOIM adjyH206aHU onepamop, A':
(x Ay)=(A"x,y), (J12.2.14a)

Kao U



(x.Ay) =(A'y.x). (J12.2.146)
VY o3nakama /lupakose HoTanuje, u3pa3 (/12.2.146) nocraje:

(x| Aly) =(y|A"|x). (12.2.15)
AnjyHroBame 30mMpa oreparopa je mo JeGUHHIM]U Olepalyje ajjyHroBama:

(0@5\+ﬂl§)+ —a'A" +['B".
Cama, ako BaKH:

A=A", (12.2.16)

OTIEpaToOp CE€ HA3UBA EPMUIMCKUM.
CBaku epMUTCKH OTIEPATOP 33JI0BOJbABA C8OJCHIBEHY JEOHAKOCHI.

Ala))=aa), (J12.2.17)

r1ie peanu Opojesu a; TIPEICTABIBA]Y CB0jcmEeHe 6pedHoCm, A |8;) céojcmeene 6ekmope
oreparopa A ; CKyIl CBOJCTBEHHX BPEHOCTH, {a, }, Ce Ha3uBa (AMCKPETHIM, IIpeOpOjUBIM)
CTIEKTpOM oriepatopa A. AKO jeIHOj CBOjCTBEHO] BPEIHOCTH @, OJATOBApa camo jefiaH

CBOjCTBEHH BEKTOD, |a,) (&, <> |a,)), Tama ce kaxe 1a je a, HedeceHepucana CBOjCTBEHA

BPEIHOCT. Y CYIPOTHOM, @, <> {‘ x(”)1> , ‘ x(”)2> ‘ x‘“)3> , ‘ x‘“)gn >} , TJIe ce 6POj CBOJCTBEHUX

BEKTOpa KOjU OJroBapajy CBOJCTBEHO] BPEOHOCTH a,, (,, Ha3uBa JereHepaluja
CBOJCTBEHE BPETHOCTH a, .

[TocebHa BpcTa epMUTCKHX OTIepaTopa Cy, T3B., npojexkmopu, P . OHU IpojeKTyjy
CBaKM BEKTOp IPOCTOpa Yy ucmu TOANPOCTOP; HAPABHO, /IBA IyTa MPOJEKTOBAHO Jaje
UCTO ILITO U JEJHOM IIPOJEeKTOBAH BEKTOP.

HNIEJA: Ha Cn. 12.2.2 je npeacTaBbeHO MPHAPYKUBAKE BEKTOpA ' M HETOBUX
npojexyuja, x¥ako y XOY -paBaH, Tako u Ha Z-ocy. XOY -paBaH je jemaH
JBOJMMEH3UOHAIIHN, JOK je oca Z jeJaH jeAHOJMMEH3MOHAIHU MOJIPOCTOP
eyKIuoBor mpocropa. OBa ABa moamnpocTopa ¢y Mel)ycoOHO opToroHanHa, a y
OPTOTOHATHOM 30HpY J1ajy 11€0 €YKIHIOB IIPOCTOP.




Cn. J12.2.2 Bekrop OB je mpojekuuja Bektopa 'y XOY pasan; Bektop OC je

npojexumja Ha Z -ocy. OBa IBa BEKTOpa Cy Marbe AyKUHE OJI Jy’KUHE BekTopa T |

a MeljycoOHO Cy OPTOrOHAJIHU — MPHIIAIA]y OpTOroHaHuM noapocropuma, XOY

-paBHU, U Z -OCH, PEIOM.

Hyx (Bektop) OB je mpojekiiija y paBHH, a Iy’k OC je mpojekiuja 1yx Z -
oce BekTopa F. Y oOIepaTopckoM OOJMKY, OBO IPOjEKTOBAEE OJroBapa
omepatopuMa, mpojextopuma: OB =P, F, u OC=P,F. HapaBHo, mpojeKToBame
OB y XOY paBaH He Mema oBaj BekTop: P, OB=0B, 1j. P2, =P, ; 1 aHANOTHO
3a apyru (CBaku) MPOJEKTOp. Y TEPMUHHUMA MTPOJEKTOBaa, OpTOroHaATHOCT XOY
Z 3Hauu: ISXOY p=0VpeZ, n ISZ& =0,V e XOY ; y TepMUHHMa NpPOjEKTOpa,

oproroHanHoct riacu: P P, =0.

IIpojexTopn nMajy ocobuny udemnomenmuocmu, P=P?, a ako TIpojexTyjy Ha
OPTOTOHAJIHE TMOAIPOCTOpe XMIOSPTOBOT MPOCTOPa, Taaa 3aJ0BOJbABAJy H OCOOHHY

oproronamHocti: PP =8 P . 3a opmozonanne NpojeKTOpe BaXKH U TO 1A j& HUXOB
36up, P +P, Takohe mpojektop (Tj. Ja M 3a 30Mp HpoOjeKTOpa BaKHM OCOOHMHA
HIEMIOUTEHTHOCTH®). JeIHO3HAYHO MpPMAPYKUBAHE OPTOTOHAIHUX IIPOjEKTOpa M
OpPTOTOHATHUX MOJMpocTOopa (Ha KOje OHU TMPOjeKTyjy), H,, nedbuHuIIe jeaHo
OPTOTOHAITHO pa3yiaramke XmioepToBor npocropa, H :

H=@,H,. (J12.2.19)

Crnenyjanad epMUTCKU OIEpaTop, KOjU je HCTOBPEMEHO M TPOjeKTop, U
YHUTApHH OTIEpaTop, je T3B. jeIMHMYHH Omepatop, | , Koju He Mea HHjeJaH BEKTOp:
[x)=|x),V|x) e H . 3ato ce y3 ckanape (Tj. o0naHe 6pojese) NoApasyMeBa NICHTHYHH
orepaTop, Koju ce 0OMYHO U He rmuie: c=cl .

CBaku €pMHUTCKH OMNEpaTop Ce MOXKE jeTHO3HAYHO TMPEJCTABUTH CBOjOM
CIIEKTPATHOM (hOPMOM, EKBUBATICHTHOM CBOjCTBEHO] jemHakocTu (/1.2.2.17):

)
)
)
)

ERN
3
>
=}
3
3N
3
=}



A=Y ap, (J12.2.20)

rIe BaXH Yy33jaMHO jeJHO3HAYHO NPHIPYKUBAtHe CBOJCTBEHHUX BpEIHOCTH U
CBO]CTBGHI/IX npojekTopa omepatopa A: a <> P ; Taza yBek BaKH OpPTOTOHAITHOCT

=8P, Kao U ycIIOB ,,pasliarama jeIMHIIe":

mn" m?

2 ﬁn =T, (J12.2.21)

Axo je a, HeJEreHepucaHa CBOJCTBEHa BPEIHOCT, TaJa O] oJronapajyhu
CBOjCTBEHH IPOJEKTOP UMa OOJIHK , Aujae’:

P, =la,)(a.l, (2.2.22)

a aKo ce Pajyl O JIETeHePHCAHO0] CBOjCTBEHO] BPEIHOCTH, Ta1a MMa 00K 30upa nujanat’:

B, = ) (x|

i=1

(J12.2.23)

U3 (J12.2.21) je jacHo na jenmHMYAM omepatop, | , PecTaBiba MPOJEKTOp Ha
1ieo mpoctop H . Otyna, umajyhu y Buy oricepBadiie unje Cy CBE CBOjCTBEHE BPETHOCTH
Hezereneprcane, kao u uspase (12.2.21) u ([12.2.22), Baxu ,,paznarame jeIuHHIe 110
CBOjCTBEHOM 0a3HCy Te orcepBadie:

=22, (a |- (J12.2.24)

n

Caaku omeparop ce 3amaje denosarvem Ha Heku OHP'

V) =|u;) Zaj, Vi), (J12.2.25)

IJIe MATPUYHM EJIEMEHTH, a; = <v i | A|vi >, Jiajy MaTpU4Hy penpe3eHTaIu]y oepaTopa, y
natoMm OHb:

a, &, a
Ao A=(a,)= Z:l Zj :j (J12.2.26)
A Ay -

Yountu na ce y penpeseHmayuoHoj mampuyy Hanaze €JIEeMEHTH IO pacropemy
MPAHCNOHOBAHOM 'y OJIHOCY Ha pacmopen y wuspasy (cymm) (12.2.25). [akie,

0 Nujama, ka0  mpojekTop,  JeNyje ~HAa  HEKH  BEKTOp Mo  JeUHHIMH:

(I3 )@ )lv) =[a) (& |w)) =(aulw)la,).



penpeszenmosarse onepamopa y nekom OHE noopazymesa mpancnonosarse't

., Mampuye pazeujarea “, (a i ) , YMjU ce eleMeHTH Hanaze y ([12.2.25).

EpmuTcku onepaTtopu ce penpe3eHTyjy epMUTCKMM MaTpHIIaMa, 33 KOje BaXKH:
a; =a, , 0K Cy MjarOHAIHH EEMEHTH, a; , PEaTHH OPOjeBHL.

30up MjaroHATHUX eJIeMeHaTa Oreparopa He 3aBHCH O 300pa perpe3eHTanyje,
1j. OHba y kojeM ce omeparop penpeseHryje, ¥ Ha3uBa ce ,,mpazom’* onepamopa, a
O3HayJaBa ca:

trA=>"a, => (v |Alv,). (J12.2.27)
Oco0uHe onepariyje Tpara cy:

(a) tr(iﬂ) = AtrA,

(6) tr(AB)=tr(BA),

rie AB 03HauaBa y3acTOITHO JIENOBAbe (,,MHOXKEHC") OnepaTopa, Ne(GHHUCAHO H3Pa3oM

AB|x) = A(B| x>) , KOji yKa3yje Ha pelocie]l JeNoBama ONepaTopa. AJ[jyHTOBam-e

MPOM3BO/IA OTIEPaTOpa JAePUHNUCAHO je U3PA3OM: (A§)+ =B'A".

Omnepatop A y penpe3eHTaIrju CBOT c80jcmeeHoe baszuca, IOCTaje NujaroHaHa
MarpuIia:

a, 0 0 O
~ o a 0 0
A 2 2228
“lo 0 a o0 a )
0 0 0

Ijie ce Ha JMjaroHalM MojaBJbyjy CBOjCTBEHE BpeaHOCTH'? omepartopa A. Tako ce 3a

JEIMHUYHY OTIepaTop, Ha AWjarOHAIM Hala3e caMo jeIMHUIIC — jJeJMHIYHA MaTPHIIA.
Cana, Ha ocHoBH ([12.2.27) u ([12.2.28), Moxe ce nucaTu:

trA= Zai , (J12.2.29)

IITO O/IMax Jiaje M jeJHAKOCT: trl =dimH .
3rofHoO je yBecTH cKkpaheHo nucame:

A1) =al1) +b|2)
Al2)=cl1)+d|2)

11 Heka je mato nenopame:

a b
, Marpua pasBmjama je (C dJ’ a

a ¢
penpe3eHmayuona Mampuya oOnepaTopa je mboj TPaHCIIOHOBAHA: ( b d j .
12 Jloxas je jensocTaBan: Ha ockosH (J12.2.17), @; = <<’:1j |A|a,> = <aj |ai |ai> =q <aj |ai > =a,9;,

TJIE CE He noopasymesa cabuparbe TI0 HHAEKCY | , MaKo Ce JIBa MyTa MojaBJbyje y MPOU3BOJLY.



(a) komyratop: AB—BA= [A, L5>] , ([12.2.30)
(6) anTHKOMYTaTOp: AB + BA= {A, I§} : ([12.2.31)
Ha ocrosu (J12.2.30) jacHo je na Bau: [A, I§] = —[L5>, A] . A Ha 0CHOBHU 0BOTa,
kao u wumspaza (/12.2.30) u (J2.2.31), mako je moKaszaru: <x|[A, §}| X) je dmCTO
YIMaruHapHu 6poj, 10K je <x|{A, I§}|x> peasinu 6poj.
Ha ocnoBu (/12.2.26), jacHO je nma ce MpOW3BOJ OIeparopa, KOjH je W caM
omeparop, C = AB , penpe3eHTyje Kao MPON3BO]I bUXOBUX PEMPE3CHTAIIMOHUX MaTPHIIa,

C = AB ; HapaBHO, MHOKEH€ OTIepaTopa 3Ha4l MHOYKEH-E Mapu1ia, 1o npasuiy ([2.1.6),
Tj., y Pelpe3eHTalMOH0] MaTpUIM orepatopa C ce Hala3e MaTpU4HHU eleMEHTH, Ci»

KOjH Cy 0OMHKa: C; = > ayb, .
k

3a omepatop C ce mako nokasyje'’ na je M OH epPMHTCKH OIEpaTop axKko
epMuTCKH onepatopr A 1 B KOMyTI/Ipajy' [A B] =0.

Vuumapnu oneparop, U , ned¥HICaH je H3pa3oM:
U'=U"'eUU =U'U=1, (J12.2.32)
rae U™ npezcTasiba olepaTop MHBEp3aH y oJHOCY Ha onepatop U .

CBaKu YHMTAapHH OIEpaTop ce MOKe NPEICTABUTH Y OOIHKY:
U =exp(izA), (J12.2.33)

e je « peanan Opoj, a omepatop A epMHUTCKUA. Bakeme CHEKTpaTHOT O0JuKa
(/12.2.20) moBnaum criekTpainy GopMy YHUTApHOT oriepaTopa, 3a koju Baku (/[2.2.33):

U =>exp(iaa,)P,, (J12.2.34)

IITO TOBOPH /1A CKYII CBOJCTBEHUX BPETHOCTH YHUTAPHOT OTepaTopa, {exp(iocan )} , Taga

Ha jeIMHUYHY KPYXKHHUIy Y KOMIUIeKCHO]j paBHu. M3 (J12.2.34) mako ce nokasyje*
Ut=U"=>exp(-iaa, )P, .

13 Axo epmutckn onepatopn A, B xomyrupajy, Taza C* = B*A" = BA= AB =C . O6pnyTo, axo

je C epmurcku omepatop, Tj. C=C", Tama, kako C* =BA, ma Baxu KOMYTaTHBHOCT:
C=AB=BA=C".

1y —(Zexp (iaa,) j Zexp —iaa, ) Zexp (—iea,)P, . Cama,

g :(;exp(iaam)ﬁmJ[zeXp(—iaan)ﬁn j _
;n:exp(—ia(an ))P,P, =Zexp —ia(a, -2,))8mP =S P =T

n



PenpeseHtanona Marpuiia yHUTapHOT OMNEpaTopa je YHUTapHA MaTpulla,
U = (u;), 4Mju MaTPUYHK ETEMEHTH 33]10BOJbABA]Y YCIIOB OPTOTOHATHOCTH:

Zk:u*ikukj =5;. ([12.2.35)

W3pa3 ([12.2.35) 3anmpaBo 3Ha4M OPTOTOHATHOCT BPCTa (Ka0 M OPTOTOHATHOCT
KOJIOHA) YHUTApHE MaTpHIIE, KaJia ce BpCTe (Tj. KOJIOHE) TPETUPAjy Ka0 BEKTOPH, ITOITYT
MaTpuIa-KoJIoHa, uzpas ([12.2.11a).

YHHTapHH oreparop cauysasa Hopmy Bekropa: |x')=U’|x) ma (x'|=(x|U", Te
I || = (x|U U |x)=(x|x)=|| x>||2. IlITaBuIte, yHMTApHH OTIEPATOp MPEBOIHU
jenan OHB y apyru OHB: mexka |u)=Ul|v) < |v> i3 Taza  BaXH
<ui|u J.>=<vi|U*L]|vj>=<vi|vj>=5ij. OTyaa yHUTAapHH ONEpaTopu HpECTaBJbajy BE3y

n3Mel)y pasznmuunTux (MehycobHo M30MophHUX) perpe3eHTalja BEKTopa U oneparopa
— onepayuja cauunocmuy Ha XAnOepTOBOM MIPOCTOPY.

Hopma onepamopa A, o3Ha4aBa ce ca HA”, neuHIe ce Kao CyNpeMyM:

HAH:SUp{(c//|A|y/>,|y/>e H}. AKO cynpeMyM He IOCTOjH, TakaB OIEPaToOp Ce Ha3vBa

HeorpannyeHuM. CBU TPOJEKTOPU Cy OTpaHUYEHU OMNEpaTopH, a HOpMa YHUTApHOT
oreparopa je jenHaka 1.

Tenzopcku (Oupexmmu) npou3eo0 BEKTOPCKUX MpocTopa, H, u H,, o3Ha4yaBa ce
ca H=H, ®H, =®,H,, u cam npesicTaBsba XuiadepToB MPOCTOP, aKo Cy MpocTopr H,
u H, (koju ce Ha3uBajy ghakmop npocmopuma) XunOepTOBU MPOCTOPH.

Jeman OHBb y H ce moye moOuTH TEH30pCKUM MPOM3BOIOM elieMeHaTa Oasuca

w3 H, uH,, {|g0, }ﬂ;()} penoM:
{lo), ®|7,), v, i} (112.2.36a)

CkanapHu nmpou3Bo/1 ce aeduHuIIe Ha cienehn HauyuH:

(ol 20D (1), 19),) = (o) oxl9).. (J12.2.366)
Jlakrie, cBaku eneMeHT npoctopa H , [W), MOXe ce jeHO3HAYHO PAasBUTHU IO
OBOM 0azucy:

[%)=3Gylo)| 1), C i =(ulal, (x])l ), (J12.2.37)
IJIe YCIIOB HOPMUPaKha, <‘I’|‘P> =1, MOBJIAYHU YCIIOB:

Sley| =1. (J12.2.38)

Capa ce ienoBame CBaKor onepaTtopa, A, KOjH Jiellyje caMo Ha (hakTop IpocTopy
H,, Ha yKynmHOM mpoctopy H 3ammmcyje y 00Ky (,,jeTHOUeCTHYHH onepaTop*):



A®l,, (J12.2.392)

IJI€ JeMHUYHH OIIEpaTop Cyrepullle HEMEHAmhe BEKTOpa Y APYroM (akTop MpocTopy

crama, H,. AHaJOTHO, ,,JeJHOUECTHYHH " oreparop, B, Ha mpyrom daxrop mpocropy
CTama, Ce 3aIncyje y OOIHKY:

I,®B,. (J12.2.396)

VY ormreM city4ajy, OrepaTopy Ha YKYIHOM MPOCTOPY CTarba Cy 00JIMKa:

A®B,; I =1,®l,, (112.2.40)
rae fl MpeJICTaBJba jeTMHUIHH OTiepaTop Ha i-Tu hakTop mpoctop. JlenoBame oneparopa
Ha YKYITHOM MPOCTOPY C€ 33/1aje U3pa3oM:

A ®B,|n), ®|1), =(Aln),)®(B,]2),). (J12.2.41)

Tapyujannu mpae je omeparyja Koja 3HAYM Y3UMame Tpara camo y jeITHOM

(13

(bakTop mMpocTopy, U O3Ha4YaBa Cce ca ,,tr <, TIe MHICKC i O3HayaBa O KOM (HakTop
npocropy ce pamu. Tako, HIp., mapuujaiHu Tpar 1o (akTop mpocropy H, Hekor
oreparopa A ce ne(hHHUIIE H3Pa30M:

A=, (xulAlx),. ([2.2.42a)

e je {| ;(i>2} jenan OHB y H,. ITamrehu (J12.2.40), jacHo je 1a je tr,A ,jenHodecTHYHM

ornepatop* Ha (hakTop mpocTopy H, . HapaBHo, Tpar mo 1enom mpocropy ce Thuye 6asuca
y Lenom npocropy H :

wA=3,(0]® ()| Aa), |z, (122420

1ITO je 6pOj jeHaK 30MPy CBOjCTBEHHX BPEHOCTH orepatopa A .
Tapyujannu ckanapru npouseo0 TPEICTaBIba OIEpAI]y CKaJIapHOT TPOW3BOIIA
eJIeMeHTa rpocTopa H  ca HekuM erleMeHTOM (hakTop poCTopa, Hitp (hakTop mpocropa H, :

() =3¢y {élw), | 7)., (112.2.43)
1]
LITO je eneMeHT (akTop npocropa H, : Y o, |;(j>2, rie a; =Y C; (&lp), -
i i

VY MaTpH4HOj penpe3eHTallju BEKTopa U OIepaTtopa, TEH30PCKU MPOM3BOJL Ce
yBOJIM Ha cnesiehr HauuH:



8y
a'21

d,
d2
d, !
d |
2= 7 d, ([12.2.44)
d3
d,
d
|
d3
b, b, .. b, by,
all bZl b22 a12 bZl b22
8, ) by B, . by By by, b, .
a, ... |®|b, b, =|ay,| by b, ay,| b, b, | (12.2.45)

rg€ c€ ca ACCHE CTpaHC INOoApasyMEBa MHOXCHE MATPULEC KOHCTAHTOM, H3pasu
(J12.1.4,6).

HAIIOMEHE:

71Ba BEKTOPA, |X),|Y), 3a Koje Baxku (X|y)# 0, ce Ha3HBAjy HEOPMOLOHATHUM.

mBa npojextopa, PP , 3a koja PP, =4, P, . HasuBajy ce Heopmozonaiuum, 1

m?n?> mn’® m?

NIPOjEKTY]y Ha Heopmo2oHaIHe NOONPOCMOope.
BEKTOP |X) KOji HHje HOPMHUPAH, HOPMUPA CE TIO PELIEIITY: m| X).

penpe3eHmosarse CTama 1 orepatopa 00MIHO MO/Ipa3yMeBa Y3UMaE C80jCMEEH02
bazuca Hexkoe epmumckoz onepamopa Kao 0asuca penpesentauuje. Otyna u

perpe3eHTalja HOCH Ha3uB, HIIp., A -penpe3eHTaruja.



Jlooamak 2.3 Penayuje neoopehenocmu: komenmapu

Camo y cnydajy na je KOMyTaTop JBE OIcepBabie YMHOXKAK jeJUHUYIHOT
orepaTopa, [A, B] =cl , cToju 4ecTo, MHAYe HEKPUTHUKM, KopuimheH CTaB: ,JITO je

Tpel3HIje TI03HATa BPEIHOCT jeHe orcepBabie, HIp., onceppadie A, YTOIHKO je
Mambe TI03HATa BPEIHOCT Jpyre ornceppadine, B (Tj., Behe je AB)“. YV ommrem ciyuajy,
BPEIHOCT KOMYTATOpa 3d6ucu 00 Cmared, OAlll Kao M CTaHIapHA OJICTYIarba
OTICepBAOIH — Tj., HHj€ KOHCTAHTA.

Panu mpoBepe KOH3UCTEHTHOCTH perarrja HeoApeheHOCTH, OBJIE Cy JaTH cienaehu
CIELUja]HU CITy4ajeBH.

(1) [A, Iﬂ #0, anM TOCTOjU 3ajeIHMYKO CBOJCTBEHO CTambe€ OBHX OICEPBAOIIH.
[TpoBepumo BaskaHoCT penanyje Heoapehenoctn 3a oBaj cimyyaj. [IpBo, cranmapaHa
oJcTynama 00ejy orcepBadiyM y 3ajeJHUYKOM CBOJCTBEHOM CTamy je TayHO HYyJIa,
AA=0=AB. Mehyrum, ©Ha jecHoj cTpasm wm3paza (2.9) ce Hamasm:
<¢|[A, §]|qo> = <(p|(,&l§ - I§A)|(p> = <¢|(Ab - |3a)|g0> =(p|(ab—ba)|p) = 0, ma je 3anoBosbCHA
jemHakocT y uspasy (2.9).

2) [A, é} #0, a7y je aHCaMOJ y CBOjCTBEHOM CTamy, HIIp., oricepsabime A. Tama je

AA=0, nox AB=0. Jlakne, nesa ctpana (2.9) je omer jemmaka Hymu. Capa,
<¢|(A§—I§A)|¢>=<¢|(al§—I§a)|(p>:0, jep m3 Alp)=alp) cremn (p|A=(p|a. U cBe

AHAJIOTHO 3a OOpHYTH CIIy4aj: CTamke je CBOJCTBEHO 3a B, amm HMje CBOjCTBEHO 3a
orcepabiy A.
(3) [A, L5>] =0, aiu cTame HUje CBOJCTBEHO 3a MaKap jeHY O] OBHX JIBE]y OICEpBaOIIH;

HIp. CTame je |y)=a|p)+B|y) u cojctBeno je 3a A, amu Baxu B|g)=b|e), nok
B|x)=b'lg), 3a b#b' — Tj. crama |¢),|¥) He npunanajy 3ajeIHUYKOM CBOJCTBEHOM

0azucy oBux oncepBabin. Baxkeme jenHakoctu y (2.9) ce nmokasyje y MyHO] aHAIOTHjU
ca TOpHUM ciydajeM (2).

Jooamax 2.4 [lImepn-I'epnaxoe excnepumenm

ExcnepumenranHa curyanyja: CHOIl aroMa (HIp. cpebpa) ce MpoITymTa Kpo3
BPJIO jJAKO M BPJIO HEXOMOI'€HO MarHeTHO noJbe. Ha ekpaHy u3a marHera (IjiejaHo y
OJTHOCY Ha M3BOp aToMa) XBarajy ceé aTOMH M youaBajy ce JBa OlTpa, MelycoOHO
Henpecenajyha Tpara ymajga atoma. Y ayXy KiacuuHe (u3uKe, 3aK/bydak’> ce cam
Hamehe: ycrnes JiejcTBa MarHeTHOT 110Jba, YA HU (KOJMMHUCAaHH) CHOII aToMa Ce 11eMa Ha
JIBa CHOIIA, TAaKO Jla CBaKM aTOM MMa MpUOIMKHO 100po NeduHKcany myTamy, Kao Ha

1> ®usnuku merawan 3axsbydak! HcnocraBiwa ce (Dugié, Arsenijevié, Jeknié-Dugi¢ 2009) na
TojelMHaYHN aTOMHU HeMajy myTamy. llojaBibrBame TparoBa Ha 3acTopy j€ MOCIequlia ymuyaja
3acmopa na amome — mTo oBJie Hehe OMTH 0] BayKHOCTH, Te Hehe HU OMTH HAarIameHo y TEKCTY.



Cn. J12.2.1. HapaBHO, HY)XHO, TaJa CBaKkH IIOjeJMHAYHU aTOM IIPEJCTaBJba HEKU
MarHeTHH JUTON, i , KOJH ,,oceha® criospalime MarHeTHO MoJbe HHAYKIHje B .

Cn. 12.4.1 Unycrparwmja Illtepn-I'epnaxoBor excriepumenta. |-o3HauaBa m3Bop, K-
KOJIMMATOp CHOMA atoma, S,J-CeBepHH M jy>KHH TI0J (CTAIHOT, jaKor, HEXOMOIEHOT)
MarHera, a ca JIeCHe CTpaHe je eKpaH KOju 3axBara yIajHe aToMe — HCIPEKHIaHe
LPTHLIE ONrOBapajy 3aMHIIUBEHUM IyTakamMa aToMa JI0 jacHuX (Hemnpecenajyhnx)
TparoBa Ha eKpaHy.

VY notpazu 3a GU3HIKUM TTOPEKIIOM i , TIPUPOJIHO je TIOhH O] KITACHYHE CIIMKE:
BaJICHTHH (JeIMHU Y 3a/IK0] ,,JbYCIH  aTOMa) €JIEKTPOH UMa ojjpeheHy opOouTy K0joj ce
MOYKE MPUIAPYKHTH MOMEHT mmryica | . Kako je eneKTpoH HaeleKTpHcaH (Haelek-
TpHcamba €, M—maca €JIeKTpOHa, a C— Op3MHa CBETIOCTH y BakKyyMmMy), TO 060

- = e - . .
opbumuparee npeocmasba macHemnu ounoin, fi=gul =g—I; g je KoHcTaHTa Koja
mc

ce (henomeHoomKM oapehyje.

Knacuuna cimka oBor mozena, mehyrum, Ka3yje: MHTEpaKIfja OBOT JAUTIONA ca
CIIOJBAIIELMIM MAarHETHUM TIOJBEM JIaje OHOIUKO NYyMAarbad eleKmpoHA W3a MarHera, a
I
. Tako, uucmo xracuuno, myrama u3a Maruera O6u OUII0 HEMPeOPOJBO MHOTO, & OTYIA U
Henpedpojuso MHO2O Mpazoéa HA 3ACmMopy — YMECTO CaMoO JIBa OIITPa, MPOCTOPHO
pasliBojeHa Tpara.

Ca npyre crpane, keanmua meopuja MoMeHTa uMmyica (Xepoyr 1984) ysoau
Henapax Opoj BpEeAHOCTU UMITyJICa U3a MarHeTa, a Ou oTyza u 6poj mpazosa Ha ekpamy
MOPAO HUMU HeNnapaH.

Tako ce mopa 3akibyunTu: Kopuuiherne camo cmenenu ciobooe X,Y,Z, KOju

OTyada U OHOJIMKO TparoBa Ha €KpaHy, KOJIUKO uma epedﬂocmu 34 MOMeEHM Umnyiica,

neduHuIry MOMeHT ummysca (I =rx p= Z & & X; P, ), HAJE JOBOJHHO 32 00JaIlEECHHE
ijk
u onmc edekra, Tj., J00Hjambe camo 06a mpaza Ha eKpamy.

Hooamax 8.1 Mooenu kyouma

JE®. 8.1 yBoqu moden kyouma. To 3Hauu na KyOMT He Tpeba OyKBaIIHO
CXBAaTUTU Ka0 MPOCTOP CTama CruHa-1/2. GU3HYKH, 10 CBOJOj MPUPOIHU, KyOUT MOKE
OuTH OMJI0 KOJU KBAHTHU CHCTEM MU IBOJMMEH3MOHATHH (€(PEKTUBHH) IIPOCTOP CTarba



Ce MOXe JIOBOJBHO JIOOPO KOHTPOJIMCATH TAKO JIa y MOKY Onepayuja Ha mom npocmopy
cmarve cucmema HUKAOA He U3nasu U36aH moz 0600UMEH3UOHATHOZ RPOCMOPA.

V (opmammsmy, ako je Gasuc uspauynasama, {|0),1)}, nedunncan, Taza je

KyOuT 3ampaBo (mom)npoctop (WM ePeKTUBHH MPOCTOP) CTamba KOjU CE pa3BHja HaJ
oBUM Gazncom™:

kubit=L(|0),|1)) (J18.1.1)
TO jecT,
‘v’|1,//>ekubit:|t//>:a|0>+b|1>,<l,u|l//>=1. (18.1.2)

Cana ce, y3 momoh oBor 6azuca (y [lornasssy 10 HazBaHOT Ga3rcOM M3padyHaBama
3a jenaH KyOuT) Mory uzepaoumu oncepgadne (10.4):

c, =[0){0] =D

o, =|0)(1|+|1){(0| , (18.1.3)
o, =1[1)(0[ 1|0y

1., popmanHo [laymujeBu curma-omneparopu. Hapaeno, TO OmNeT He 3HAYM Jia ce

OyKBaJTHO paau O orepaTopuMa crnuHa-1/2. Ako cy jomr U nedUHUCAHW TOCTYIIIH
Mepera OBHX OTICEPBAOITH, KAXKEMO 1 UMaAMO MOOel Kyouma.

HEKU ITPUMEPH:

Q) E¢pexmusnu cnun pomona

VY enexTpoJuHAMHIIM j€ TIO3HATO Ja CHUH (hOmMOHA, KOJU Ce TUYE BEKTOPCKOT
noreHuujana EM nosea, uMa camo ose nuneapHo HesasucHe komnonenme, kao Ha CiL

J18.1.1. OBo je mocnemuua KyrnoHoBor kamuOparuoHOT YCIIOBa, diVAzO, Koja y
®ypujeoBoMm Tparcopmy uma obomuk K-A=0. Oryma ce cruH (Tj. noiapuzayuja)
(oTOHA Ka0 BEKTOp Hajla3W y PaBHHU YIPaBHO] HA BEKTOP Kk - mpasail OBOT BEKTOpa
oJiroBapa mpasily npoctupama EM Ttanaca.

16 O3naka L(| 0> ) |1>) je objammena y Jodamky 2.2, y Be3u ca uspasom ([2.2.5).



Cn. J18.1.1 Ipasar Bektopa K - Tanachm Bextop — je mpasar mpoctupama EM tanaca
(xBanTHO: (hoTOHA). PaBaH ynpaBHa Ha 0Baj BEKTOP j€ paBaH MOJIApU3aIlije CBETIIOCTH
(porona). A paBaH je TBOIMMEH3MOHAIIHA — CAMO JIBa BEKTOpA y PaBHH (HIIP., Ty>K oca
X u Y ) Mory GUTH JIMHEAPHO HE3aBUCHH; HAPABHO TO CY Mel)ycOOHO OpTOoroHaiHu
BEKTOPH.

KBaHTHOMEXaHUYKH, OBa CHTYalldja c€ MOpa TIOIITOBATH. AJM, TaJla C€ MOXKE
neduHUCATH KyOUT KOju ce (u3uuku Thde nonapusayuje potona. Hamme, xako cy
npojekuuje A u A, mMelycoOHO opTOroHasiHe, oBe gusuuxe norapusayuje (cramwa EM

M0JbA) CE& KBAHMHOMEXAHUYKU MOCY MOOEI08amuU 'y CKIIay ca IMPECKPHUIILIH]OM:
A < |0),A < |1), (J18.1.4)

yrMe je neduHrcan 6azuc u3padyHaBama. Caja je jacHO: CBe JIMHEApHE CYIEPIIO3HIIN]e
crama (/18.1.4) nexe (pm3muku) y papau Ha Cn. [[8.1 u mipencrasipajy (oapehyjy)
nosiapuzanujy ¢porona (EM mnoJsbe y KBaHTHOM TpeTMaHny). MelyyTum, oHe HCTOBpEMEHO
MIPEJICTaBIbajy MOJIEN KyOHuTa y CKitay ca rope peuenum, (J8.1.1)-( [18.1.3).

2 Puobepeosa cmarwa amoma

[TocebHa crama atoma (HIp., pyOuanjyma, Uin 1e3ujymMa), OCHOBHO CTarbe | g>

1 noceOHO ofabpaHo modyheHo cTame |e> , uMajy cienehy ocoOMHY: MOCTOje YCIOBH

(cniospamimbe EM noswe, HIp., Tacepa) moJ] KojuMa cTambe aTroMa (Tj., eIEKTPOHA Y aTOMY)
YBEK MO>Ke (ca 3aHeMapJbUBOM I'PEIIKOM ) OUTH MPEICTaBIHEHO Ko CYMEPIIO3HUITHja OBUX
crama, Tuna (/18.1.2). [lakre, BemTuM MaHMITyIaIjaMa HaJl MI0jeAMHAYHIUM aTOMHMA,
CTame je yBeK Y (€(eKTUBHOM) IBOIMMEH3NOHATHOM TpocTopy ([8.1.1), mTo je moaen
KyOHuTa.

3) Keanmne mauxe

VY 4BpCTOj, KPUCTATHO] CTPYKTYpHU (HIIp., CHIIMIKjyMa) Moryhe je mpocTopHO
KOH(MHMpamke KBAaHTHUX YECTHLA, HOp., enekTpoHa. [loceOHa BpcTa KOHPUHHMpama
npezactasibeHa je Ci. JI8.2, Ha k0joj JokaiHu MUHUMYMH, 1 u 2, oaroBapajy m1o0po



Ae(UHUCAHUM NPOCMOPHUM nonodicajuma (CTamkiMa) eJICKTPOHA Y UBPCTO] CTPYKTYPH.
Oga 1Ba nonoxkaja cy mehyco6Ho pazmmuusa (y cmuciy Onesbka 4.4), a CHoJballbiM
MaHuMyJanydjamMa (HIp., eIeKTPUYHUM TOJbEM) CE YECTHIA MOXE NpedaluBaTH U3
JETHOT y IPYTH TOJIOXkKAj, Ka0 U OCTBAPUTH HHTEpEepEeHIIMja (JITHeapHa CYNePIIO3HIIN]a)
OBHX TIOJIO’Kaja — Taja je TOoJIokaj KBaHTHO Heoxpehen. IIpu Tome, mosba ce Tako
MOJIY/IMpajy Ja KBaHTHA YECTHIA HUKaJIa HE HAIyCTH JAaTH JIe0 Kpucraia — u3mely
(mpubmmxHO) 1Ba nosoxkaja 1 u 2, kao Ha Cit. [18.1.2. OBo ce y ¢pu3uIm YBPCTOT CTamba
30BE KBAHMHOM MAYKOM.

1 2

Cn. J18.1.2 Yountu npa nokanHa muaumyma notenimjana V (X), ucre myoune.

OOnMK mMOTeHIMWjaJla jacHO TOBOpPUM [Jia KBaHTHa uyectuna (TpelcTaBIbeHa,
CEMHKJIACHYHO, IIPHOM TAadyKOM) HE MOXKE caMa Jia HAlyCTH O0JacT MpUONMKHO
onpeheny nonoxajuma 1 (11eBo) u 2 (1eCHO) — YeCTHIIA je MPOCTOPHO KOH(pHHHUpaHa —
OCHM ITyTeM TYHEJI0Bamba, WM CIIOJbAIEbUM YTHIIA]EM.

PazmmamBoct HOJ'IO)Kaja cajia orpaBJaBa K6AHMHOMEXAHUYKU MOOejI KBaHTHE TauKe:
16]0), 26, (18.1.5)

JIOK MHTEp(EpeHIMja OBHX I0JI0XKaja OJroBapa JIMHEAPHUM CYIEPIO3MIjaMa CTama.
Kontponabunroct crama (/18.1.5) onpaBasa 0Baj Moien Kao MOJIes KyOuTa.

4 Cmarwa EM wiynwune

IMTocebno mu3ajuupano EM nosse ce Ha3uBa ,,leKTPOMarHeTHOM LIYIIJBUHOM
(enrnecka ckpahenuria: QEC). OBo mosbe MMa cacBUM MOCEOHY OJIMKY: MOXKE Ce
KOHTPOJIMCATU Opoj pomona y nowy, Tako aa oH Oyne 0, wim 1, unm cyneprio3uiyja
OBHX CTama [10Jba — y KojeM citydajy 6poj oToHa je kBaHTHO HeonpeheH. PaznuuuBocT
crama Opoja poToHa omoryhyje yBoheme KBaHTHUX CTarba |O> , |1> , Ka0 ¥ IPOU3BOJbHE
CyNepIo3ulije OBHX cTama. [Ipu Tome, oBa crama Hucy enemenmu Xunbepmogoe
npocmopa cmarea, Beh ce Tuay Gopmanusma, 13B., opyee keanmusayuje (Xepoyt 1984).
CaejenHo, MOTYNHOCT KOHTpOJIE OBUX CTama OINpaBlaBa HHXOB KBAHTHOMEXaHWYKU
TpeTMaH Kao KyOuToBa — (pOpMaItHO, Ko eJieMeHara JABOJMMEH3HOHAITHOT XMWJIOEpTOBOT
MPOCTOpa CTamba.

Hooamax 9.1 Cmamucmuuku Heek8UBAanIeHmMHU KYOUmosu



VY pasmarpanoM npoTokoiy cBu (MelycoOHO HemHTeparyjyhu) KyOUTOBH Cy
UOEHMUYHO MPemupanu — OTyJa € OHU MOTY CMaTpaTH U ancamonom (Ha KOjeM ce
caga MOTY BpIIUTH M YCpemmaBama (GM3HUYKNX BenwunHa). Cynmpoman npumep
(WmycTpanyja y OBOM CMHUCITY) j€ JIaT HEKE.

[Ipe mepemwa, EBa odnyuyje oa au, u wuma da mepu, Ha CBAaKOM TIOjeMHAYHOM
Kyouty. 3a 1. kyOut oHa Gana HOBUMh J1a OIY4H Od Jiu yonuime 0a 8puiu meperve, a
oHIa OarameM HOBUMha OJUTY4YH KOjy oricepadnmy ma mepu. Ha 2. kyOury oHa baya
KOYKy, y CKJIaTy ca cienehum npormcom: ako OarameM KoIke 1o0uje pe3yaraTt Behu ox
2, OHJIa BpIIIM Mepeme. Taia, He3aBUCHO O] HAYMHA OTYUMBaba Wima Ia MepH, OBa JiBa
KyOuTa Hucy cmamucmuyxku exeusaieHmuu. Y TIPBOM CiIydajy BepoBaTHoha (Omiio
Kojer) Mepema (Ha 1. kyoury) usHocu 1/2, a 'y npyrom ciydajy (2. kyout) BepoBaTHoha
Jla UIITa Mepu U3HOCcH 2/3. Y oBOM Citydajy (3a OBa JiBa pazMaTpaHa KyOuTa), BeJTMIuHA
A w3 mpaza (9.14) je cpedrwa epeonocm eeposamuohe na EBa Bpim Mepemhe Ha jeTHOM
KyOuTY, KOja U3HOCH:

1
2’ = pbacanjeNovcica E + pbacanjaKocke 5’ pbacanjeNovcica + pbacanjaKocke = l ' (21911)

Hooamak 9.2 BB84 npomoxon ca wiymom

dopma MPOTOKOJIA Y MPUCYCTBY CIIOJBAIILET IIyMa je MCTa, Y OCHOBH, Kao U
npoTokoia 6e3 myma. Jla 6u ce ,,elMMHUHICA0 YTHIIA] ITyMa, Y IPOTOKOJI €€, HA CaMOM
Kpajy, y0amyjy Kopaumu'’, T3B., ,ycarjamiaBama MHpOpMAIMja“ W, JIpUBATHE
amrumukaiyje’’. DopManHo, IPYTry MOCTYIAK j€ CIIMYaH APYroM KOpPaKy y Apyroj da3u
npotokoia (Oxesbak 9.3.3) — cirydajaoM n300py OMTOBA U MPOBEPH HA TUM OUTOBUMA,
TE€ KOHAYHOM H300py Mamer CTpPUHra OWTOBa KOjU IPEOCTajy IOCJE IPOBEpe.
VYenemHocT oBor Kopaka UMa IpeTHnocTaBky o Moryhoj, Hajpehoj, napopmaruju kojy
Moxke umatu EBa. Jloka3 ycnenHoCTH OBOT TIOCTYIIKA, 33jeIHO ca IMPETXOAHUM, JAJICKO
NpeBa3uiia3d HUBO OCHOBHOT Kypca KBaHTHe nH(opmaruke. HammomeHnnmo Ha kpajy na
je TpBH TOCTYNaK, ,ycarjamiaBamke HHpOpMAIMja“, 3ampaBO TOCTYHAK KOPEKIIHje
rpeuiaka, koju je ucrakuyt y Onessky 10.10.

Hooamax 10.1 O pegep3ubuntom padynarsy: Oucunayuja enepeuje

HpeBep3uOUIHO padyHambe MMa JBOCTPYKH Y3pOK JUcUMaluje eHepruje (Tj.,
rpejama npoiiecopa): yenea upesep3udmnHoctu oneparmja (C. 10.1), u yenen 6prucama
uHdopmarmja (JlanrayepoB MpUHIMII):

17 Enrn.: information reconciliation, privacy amplification, pexom.



AE(disipirano) — AE (disipirano) +AE (disipirano) (.ZUOII)

operacije brisanje informacije '

(disipirano) (disipirano)
>> AEbrisanje informacije '

C TUM ILTO j€, TANNIHO, AE ..o

Kon peBepanbunHor pauyHama Hema mpBor cadupka y ([10.1.1).

Otyna 1 BaKHO yo4aBame: TYCTHHA UCUIIHPAHE EHEPrije KOl peBep3UOMITHOT
pauyHama je 3HamHO Marba HETO KoJ upeBep3nOwtHor. OTyna: HUBO TUCHTIAIN]E
UpPEBEP3UOMIIHUX padyHapa ce KOJ PEBEp3MOMIIHMX MOXKE JIOCETHYTU CMAarberbem
oumen3uja (Munujamypuzayujom) npoyecopa — MTO nAaje (U3NUKY OCHOBY Odsbe
MUHUjamypuzayuje poIecopa npeackom Ha pesep3uduito (K1acuuHo) pauvyHarse.

Hooamak 10.2 Hszepaora onepayuje ,, kopen uz HE “

Hexa je, kao y KJ1acCHYHO] ONITHUIIH, 3371aTa Mpr3Ma Koja (PyHKIIMOHHUIIIE Y CKIIay
ca nponmcuma matum Ha Crmum J110.4.1.
Jlakre, ynasak jemxor doToHa myramom |1), denosarem npusme, V, naje

1) > C,y|0) + C,, |1) , n ananorso 3a apyry myramy,

CYNepIo3uliijy Moryhux , myrama‘;
|0) > C,,|0)+Cyy|1). Ako ce koHcTante omabepy, Cy =C, =i/+/2,Cy,=C,=1//2,

JIETEKTOpH HA OBHM IyTamaMa H3a TpU3Me Jajy CHoXacmuuku 002060p, ca
BepoBaTHOhama 1/2 , 3a CBaKy MyTamy <.

Cn. J110.4.1 Axo je ¢doron wmmao myramom 0, Tama je u3a mpusMe IoOHjeHA
uHTepdepenimja aBejy myrama, Cg, |O> +C,, |l> , @ aKO j€ MIIIA0 IIyTamkoM 1, Tama ce

u3a npu3me 100uja uHTepdepertmja myrama: C, | 0> +C, |1> .

MelhyTtumMm, ako ce craBe JBe OBakBe MpusMe, kao Ha Crunu J[104.2, nerextopu
Ha W3Ja3y U3 JApyre npusMe Jajy usna3z ca eeposamuohom I: axo je ynas |1> , Taja je

u3na3 |0) , 1 0GPHYTO — IITO je Ha OBOM CKyITy (6a3KCy H3padyHaBarba y OBOM CIIydajy)
Kiacu4Ha jeqHooutHa onepauja HE. Anm, Tana, HapasHo, 3a onabpane koncrante C

jemHa npusMa GyHKIMOHMIIE Kao ,xoper us HE®, jep, V?=HE!

18 HapaBHo, jieTeKTOpH pajie y anmuxounyudenyuju: JETEKI|ja jeaHor (GOTOHA Ha jeIHO]j TyTambu y
MIOTIYHOCTH MCKJbYYY]je AeTeKIHjy (ucTor) GOoToHa Ha IPYroj myTamy.



B

Cn. [[10.4.2 TlocraBjbeHa cy JnaBa TMOTIyHO oxOujajyha orienana. Ona
npeycMepaBajy uatepdepupajyhe ,,myrame” on jenHe, ka Apyroj npusMu. Moxe
ce TOKa3aTH Jia 3a JaTh u300p KOHCTaHTH, ako je yna3 0, m3na3 je yBek (ca
BEPOBATHONOM jeJIHAKOM jeTMHHIM) 1, U 0OpHYTO.

Jloka3 oBe TBpAWE j€ jJeMHOCTABaH: yia3 y JAPYry MpHU3MYy je CyNepro3ulivja
nmyTama jeHor gotoHa (poToH uHTEpdEeprpa ca caMuM coOOM Iy 00e TyTame), IITO
3a ofabpaHe BPeIHOCTH KOHCTaHTH nako aaje’®, wmm |0) , mwm [1), ako je ynas y npBy

npusMy uimi |1y, wn |0) , peom.
Ouznukn, ykyrmau cucteM Ha Cit. [[10.4.2 ¢yHKIMOHMIIE Tako Ja, ako je GOoToH
yirao myramoM |1), o he Ha kpajy usahu myramoM |0) , 1 06patHo. Tume je husmuxu

octBapeHa oneparja HE, amu Ha ocHOBH J1Be IpUMEHE ,,armapara’ (OBe: pu3Me), KOju
oTya zienyje kao ,,kopexn uz HE®, VHE .

Mooamax 10.3 O Illoposom ancopummy 3a pakmopucarbe senukux opojesa

[lopos anropurtam mpesncraBiba yorresme CajMmonoBor anropurma (Onerbak
10.9.4). Ilop (Shor 1997) je 3anpaBo yormmTro CajMOHOB alropuTaM, Yy CMHUCIY J1a
AnamapoBa TpaHcdopmariija (1 BHIXOBH TEH30PCKH MTPOU3BON) MpezcTaBiba DypurjeoB
TpaHcopM Ha jenHo] (QakTopu3alMju CTama cuctema kKyoutoBa, Aok JKDT,
npeacrasibeH y Onesbky 10.9.5, 3anpaBo npencTaBiba yonuTeme AJaMapoBe TpaHC-
dopmarmje. Tako ce MOXKE YOUMTH W HW3BECTaH MPOrpeC y JU3ajHy KBAHTHUX
anropurama: moueB o1 Jlojuosor 1o IlopoBor anroput™a, y ynoTpeou cy cBe OMIITHJH
o6 dypujeoBor TpaHchopMma.

Cam amroputaMm je cioxeH. E¢ekTuBHO, KOpUCTH NOAAITOpUTaM, T3B.,
,, Hanaoicerve peda ** (“order finding™), unjom aHaIM30M ce MOXKe YTBPIUTH e(HHKACHOCT
HlopoBor anropurMa, 1j., epuKacHo GpakToprcame BETUKUX OpojeBa. Y KOpeHy U jeTHOT
U JIPYror je, T3B., AITOPUTaM 3a MMpoleHy (KBaHTHE) ,,(a3e” (“phase estimation”) mrro je

¥ Hnp., neka je ynas |1> . Tana je ynas y npyry npusmy: C,, |0> +C, |1> . A M311a3 U3 Ipyre IpHU3Me
je Cp (Coo |0> +Cy, |l>) +C, (Cm |0> +C, |1>) = | 0> . Hema cmoxacmuunocmu wsnaza w3 japyre

npuzme!



jemna ox HajpakHUjuX pumena KJIDT. Kako je 3a moTpebe npeacraBbama CBIX OBUX
anroputama (mporeHa ¢ase, Te Ha OCHOBH TOTa ,,HAIAKECHE pelia’™ U leMy 3aCHOBAHOT
KBaHTHOT ajroputMa 3a (haKTopucame OpojeBa) HEOIMXOJHO MHOTO JeTajba, HOBHX
nebuHUIIM]a 1 T0Ka3a, ynTaona yrnyhyjemo Ha kibury Nielsen and Chuang 2000.

OBe orIITe HAIOMEHE 3aBPIIMMO jEJHOM Ba)KHOM OIACKOM: MOPE MPOLICHE
daze, onpehuBama pena, hakToprcama BEIMKAX OpOjeBa, jOIII jeJaH KBAaHTHH aJITOPHTAM
ce Moxe edukacHo 3acHoBatH Ha K/IDT — m3padyHaBame, T3B., TUCKPETHHUX JIOTapuTaMa
(discrete logarithms). Ca umcro MareMaTHYKOT CTAHOBHILTA, OBO HHUje M3HEHaleme.
Haume, ceu nomenymu npobremu cy camo pPasIMYMTH BHIOBU JETHOT OIIITHjET
MaTeMaTH4KOT 3a/iaTka — T3B., ,,ipobiieMa ckpuBere moarpyme™ (the hidden subgroup
problem — Kitaev et al 2002). Otyna ce Moske pehiun 1a Cy CBH, OBJIe HaBEICHN, KOPHCHH
ITOPUTMHU 3aIpaBo ,,caMo jefaH (OMIITH) MaTeMaTHUYKH 3aJaTak. YTIPKOC HEMAJIOM
TPyAy WCTpaXHBaua, 10 JaHAC HHje HaMpaB/beH 3HAYAJHHJU TIPOJOP Y CMUCITY
JIM3ajHAPaba AITOPUTaMa 3a 3a3]aTKe KOji HUCY OBOT THIIA.

Hooamak 10.4 O I poseposom aneopummy npempaze base nooamaxa

BepoBatHo HajkopHCHHja pauyHapcKa orepalidja je mperpara nojaraka. Jla ou
ce TpeTpara MorJia BaJbaHO 0OABHTH, TTOJIpa3yMeBa ce Jia Cy MOJaly HeKako ypeheHn
(omabpanu u mopehanu Mo HEKOM KpUTEPHjyMy). Y TIpaKCH, TO YBEK 3HAYM IMPETpary
Heke 0ase moaraka.

I'poBepor anmropuram (Grover 1997) je muoHUpCKHA pax y OBOM CMHUCTY. Y
MehyBpeMeHy, OBaj aJlrOpUTaM BHUIIIECTPYKO j€ MpOaHATM3HMpaH, mpomupeH (peaedu-
HHCAHOT 33/1aTka) ¥ yonmTeH. OTyza ce He MOKe TOBOPUTH O CaMO jeHOM aJITOPUTMY
nperpare nojartaka. CBejeHO, OpUrHHATHU [pOBEpOB airopuram je, U HUCTOPUJCKU
MIPBH, U TIapaurMaTuya (Ta ¥ ONTUMaJIaH y CBOjOj KJIacH IpeTpara 0ase rmojaraka) 3a
cBe mocrojehe paspaje M yommTewma. Bpemu ucrahm na oBaj anroputam HE naje
,»CKCTIOHEHIMjaTHO“, Beh camMO mMONMMHOMCKO yOp3ame y OJHOCY Ha Hajoosbe
onarosapajyhe kimacuune anropurMe mperpare. [IpennsHuje: ako je KIacCHYHO]j IPEeTpasH
noTpeban Opoj mpeTpara pema-BenwuuHe Opoja N, oHzma je I'poBepoBoj mperpasu
noBoJbHO /N omnepanuja. Mako, u ¢popManHo, 1 IOJMOBHO 3HATHO jJETHOCTABHUJU OJT
lopoBor amroputma, ['poBepoB anropuraM Mperpare Takohe 3axTeBa 3aceOHO U

0OMMHO TpeICTaBIbatbe, Te 3aMHTEPECOBAHOT unTaola yimyhyjemo Ha kiury Nielsen and
Chuang 2000.

Hooamax 10.5 Cmpamezuje bopbe npomug oexoxepenyuje. Ilojam kopexkyuje epewiaxa

I'py0o, crparernje 60opbe MpPOTHB JEKOXEPEHIMje Ce MOTY MOACIUTH y TpU
rpyne. /Ipgy, W HajcTapujy Tpyly YHMHE NPOTOKOJIM Kopekuuje rpemraka (Error
Correction Codes - ECC), kpatko npexacraeibene y Onesbky 10.10, umja je ocHOBa
cneneha o/uTyka: JekoxepeHIyja ce He Moke n3dehu, Te ce Mopajy KOpUroBaTH Iperke
ycnea JeKoXepeHuyje. /Jpyey rpyny 4uHEe MPOTOKOIM 33 W30eraBame JAEKOXEpPEHIH]je
(Error Avoiding Codes - EAC). Haume, rpyna cumeTpHje MHTEpakiuje KyOuToBa ca
OKpYKEHheM MOXKe Ae(HHUCATH (XapIBEPCKU 3aBHUCHO) IMOJIIPOCTOPE HA YMja CTamba



Jlata UHTEepaKIrja He JeNnyje, Tj., Yhja cTama (Y TUM MOANPOCTOpUMa) Cy MHBapUjaHTHA
Ha uHTepakiujy. [IpaBibeme CIIeTeHOCTH 01 CTama Y TUM MOANPOCTOpuMa oMoryhyje
OCHOBY 3a u30eraBame JCeKOXepeHImje. Ipefie, TOCTOJM METOA 3a CYCIIPE3arhe
JICKOXEPEHITHje, KOJH je CBOJeBPCHA , MIKEmepHja‘ nekoxepenirje. Mero (Decoherence-
Induced Suppression of Decoherence - DISD, Dugi¢ 2000) nona3u ox moryhHocTr
JIEKOXEPEHITH]U-CIIMYHOT YTUIIaja Ha OKPYKeme (,,KyrmaTuiao ‘) Kyoutosa. JJoBOJbHO jak
TaKaB YTHIIQ] MOKE TIPOMEHY CTama yCJel yTUIaja Kylnaruia Ha KyOHTOBE yIMHUTH
MaJio BEpOBAaTHUM €(DEKTOM YaK U y MAKPOCKOTICKH AYTHM BPEMEHCKHM WHTEPBAIMA.
Ogaj Tpehu MeTo 1 je HICTOBPEMEHO U METO/T IeHHNCamha MHPOPMATHIKE HE3ABUCHOCTH
¢busryKor cucrema o1 okpykera (Omesbak 13.3.2) — TakaB cUCTEM Y BpeMeHY €BOJIyHpa
npubmkHO LpeauHrepoBCeKu.

Hajpaspahenuju, u on Hajpeher mHTepeca Cy KOJOBU 3a KOPEKIHjy Tperiaka
(ECC). ¥mecto jeqnor GU3MYKOT KyOUTa, KOPUCTH Ce cKyn HU3NYKUX KyOUTOBA; jeaaH
JIOTHYKHU KYOUT C€ MMIUIEMEHTHPA (PU3NYKUM CKYIIOM KyOUTOBA, M Y CKJIa/ly ca TUM C€
peneduHUITY U KeJbeHe Joruuke omneparyje. [lomaz oBux kojoBa (IIPOTOKOJIA) jecTe
MIPETIIOCTaBKa Jia ce ,,rpelke’ (HexkeJbeHe MPOMEHe cTamba KyouToBa) Mory Mel)ycoOHo
pazmukoBatH (y cmuciny Opespka 4.4). OBo, HapaBHO, 32 IPONU3BOJFHU KBAHTHU CHCTEM
He Mopa OUTH UCITyHeHO. A, Y popMann3My KyOUTOBa ce HCIIOCTaBba Jia aaredpa
(MaTemaTHyKa CTPYKTypa HaJ OIepaTopuma) KyOuToBa omoryhyje ouckpemuzayujy
epewaxa. Haume, cBaka (omepaToOpcKu NpecTaB/beHa) POMEHA CTamka jeTHOT KyOuTa
ce MOXe TIPEJICTABUTH Ka0 HEeKa JIMHEapHa CyMa YeTUPH OCHOBHE OTlepalyje Ha KyOuTy
(koje umHe, T3B., Xaj3eHOeproBy rpymny), uszpazu (10.4), mwryc UISHTUYHH OTIEPaToD;
YOIIITEHE Ha CKYI KyOUTOBa je HerocpeaHo. Ha oBoj ocHOBH (hopMysricaH je METo/,
T3B., cTabmmmsyjyhux xomoa (stabilizer codes?®), ma a ocHoBM Tora dopMyHCcaHu 1
MPOTOKOJIM 3a KOPEKIM]y rpemaka. Maeja je ma ce Ha cKymy KyouToBa 00aBH MOCEOHO
JM3aJHUPAHO KBAaHTHO Mepeme Koje he gatu oaroBop xoju kyoum (y peructpy) je, u Kako
(Bpcra Tperke), n3MemeH. Ha 0CHOBH Tora ce IOHOCH OJUTyKa O TIOTPABIM T'PEIIKE —
ymephene (youeHe) Tpelike Ha 0amom KyOouTy.

@Ou3nYKK, KBAHTHO PavyHame CE CaJla CBO/IM, YITIABHOM, HA KOPUTOBAKbE rPeraKa
Y y 3HAYajHO MamEM IPOIICHTY Ha IIPUMEHY JIOTHUYKHX Kallhja, a CBE TO Ha PErHCTpUMa Y
KOjMMa je CBaKM JIOTHUKHU KyOUT?! ocTBapeH cKyrmoM (husHuKkux KyouTosa. Takas Mosen —
fault tolerant model 22 — pauynama je Moryh u, ympkoc TEXHHUKO]j CIIOKEHOCTH, 1 Jajbe je
y MPEAHOCTH Y OJTHOCY Ha KIIACHYHO PEBEP3UOIITHO pauyHAhE.

20 Gottesman 1998.
21 Kata He O OWIIO 1IyMa, je/IaH JIOTHYKH KyOUT OMO OM OCTBApEH jeHUM (DH3UUKUM KyOHTOM.
22 Y3y3eTHO JleTalbaH MPUKa3 0Bora Moxke ce Hahu y Ipeckuinosoj npesentanmju, Preskill 1998.
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MNMorosop

KBantHa nndopmarika u KBAHTHO padyyHame je TUITMYHA 00JIaCT TEXHOJIOTH]e
Y pa3Bojy — T3B. K6aumHe mexHonocuje. YCIECH ca pa3BojeM MPAKTHIYHO-KOPUCHUX
MPOTOKOJIA KBaHTHE KPUIITOTpaduje Te YCIelHe eKCIePUMEHTATHE UMIIEMEHTAIIN]e
u mpoBepe ['posepoBor m IllopoBor KBaHTHHX airopuTama yKasyjy Ha Moryhy
MPaKTUYHY 112 ¥ KOMEPIHjATHYy KOPHUCHOCT OBE MYJITHIMCIMIUIMHApHE oOmactu. Y
BpeMe IHCama OBE KmHre, MmoceOHo obOehaBajyhm 1eo KBaHTHOT padyHama je
KlacmepHy MOJIENl KBaHTHOT padyHama M cacBuM je moryhe na he To Outu ocHoBa
MIPaKTUYHMX, 1A MOXKJa U KOMEpLUUjaTHuX, Oyayhux KBaHTHUX padyHapa. CBejeqHo,
3Ha4yaj] MOJeNa-Koja KBAaHTHOT padyHama KOjU je OBJIE MpEACTaB/bEH 3aayro Hehe
M3ryOUTH CBOJy BaKHOCT U 3HAUa)j.

21. Bek je Beh mpeno3HaT kKao BEK KBaHTHE TEXHOJIOTHje — MHXKEeHepH 21. Beka
Ouhe uHxemepHu KBaHTHE MexaHHKe. Ha myTy ka myHOM pa3Bojy OBE TEXHOJIOTH]E Ce
HaJia3e TIOCTYIIM T3B. HAHOTEXHOJIOTH]E — JOII jeIHEe 00JIaCTH y pa3Bojy. Y HAydHOM
CMHCITy, MaHHITyJIallija HAHOCKJIOMOBAMA HEMOCPEIHO ce THYe (PYHIAMEHTAITHOT
npobiiema ,,lipesracka ca KBAaHTHOT Ha KJIACHYHO' — KOJH j€ U jeJlaH acreKT mpobiema
KBaHTHOT Mepema (Kao (yHIaMeHTaTHOT NpobieMa KBaHTHE MexaHuke). OTyna ce ol
pa3Boja HAHOTEXHOJIOTHje, Ka0 U KBAHTHE TEXHOJIOTH]€, MOKE OUEKUBATU U 3HAYAJHUJU
MPOJIOP Y TIOMMaky, a MOXKJIa U pa3BHjaby CBOJEBPCHE MHTYUIIM]E BE3aHE 32 OCHOBE
KBAaHTHE MEXaHMKE — ILITO j€ YjeHO U INIaBHU HayYHH MOTHB ayTopa.
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	Посебан пример непрекидних сигнала су пулсни сигнали (нпр., код „пулсних ласера“). Под „пулсом“ се подразумева нагло, и врло краткотрајно, појачање (увећање интензитета) сигнала. Ако се то увећање може предвидети за сваки пулс у низу, унапред, онда с...
	Ако се модулација пулсева обавља тако да се могу остварити „логичко 0“, и „логичко 1“, тада се и они могу размењивати брже од светлости! Али поента је у следећем: размена информација, по дефиницији, захтева детерминистички и стохастички, независне пу...
	Додатак 1.2 Сводивост класичног реверзибилног рачунања на класично иреверзибилно рачунање
	Такозвана Тофолијева (Toffoli) капија, сама за себе , остварује универзално (класично) реверзибилно рачунање. На Сл. Д1.2.1 представљена је ова капија и дефинисано њено деловање. Ту се види да је Тофолијева капија реверзибилна. Занемаривањем неких би...
	Манипулацијом улазима на Тофолијевој капији могуће је остварити све операције из скупова елементарних операција универзалног иреверзибилног класичног рачунања. Отуда се овом, једном једином, реверзибилном капијом, могу репродуковати све иреверзибилне...
	Сл. Д1.2.1 Тофолијева капија. Симбол „“ означава операцију ИЛИ; подразумева се обично множење, . Уочити једнак број улазних и излазних битова – а ова капија је сама себи инверзна , те је и реверзибилна.
	За фиксиран трећи бит једнак 1, ова капија функционише као операција И („НЕ-И“ – стандардна иреверзибилна капија) за прва два бита. За фиксиране први и трећи бит једнаке 1 и 0, редом, ова капија функционише као операција FANOUT – трећи бит постаје је...
	Тако је Тофолијева капија основа универзалног, и реверзибилног, и иреверзибилног класичног рачунања. Обезбеђивањем стохастичности улаза у Тофолијеву капију остварује се класично стохастичко рачунање.
	Отуда је Тофојијева капија једночлани скуп елементарних капија универзалног класичног рачунања, било оно реверзибилно, или не, било оно стохастичко, или детерминистичко.
	Додатак 2.1 Операције са матрицама и детерминантама
	Матрица облика  се назива матрицом колоном, а матрица која има једнак број врста (водоравно) и колона (усправно), типа , се назива квадратном.
	Бројеви у матрици су матрични елементи. Тако, матрични елемент  означава елемент -те врсте (бројано одозго) и -те колоне (бројано с лева). Зато се матрице некада и означавају кратко са , подразумевајући:
	.       (Д2.1.1)
	Матрица транспонована матрици (Д2.1.1), у ознаци , добија се заменом елемената, , што у запису (Д2.1.1) даје матрицу:
	.        (Д2.1.2)
	Адјунгована матрица, , се дефинише као коњугована (у смислу коњуговања комплексних бројева) транспонована матрица, :
	.        (Д2.1.3)
	Множење матрица скаларом:
	(1)         (Д2.1.4а)
	(2) .                 (Д2.1.4б)
	Сабирање матрица:
	(1)        (Д2.1.5а)
	(2) .               (Д2.1.5б)
	Множење матрица:
	(Д2.1.6)
	тј. матрични елементи матрице , , задовољавају једнакост: . Множење матрица-колона (врста) није дефинисано, док јесте дефинисано множење матрице-врсте матрицом-колоном:
	,       (Д2.1.7а)
	што је обичан број, није матрица, баш као за елементе матрице  у изразу (Д2.1.6). Са друге стране, множење обрнутим следом даје матрицу:
	(Д2.1.7б)
	што у случају једнакости свих елемената, , постаје тзв. пројектор (Додатак 2.2).
	Ако за матрицу важи: , за њу се каже да је ермитска матрица. Ако за њене елементе важи једнакост , тада се за њу каже да је унутарна, и тада важи једнакост: , где се појављује јединична матрица, :
	,        (Д2.1.9)
	и инверзна матрица , дефинисана изразом: .
	„Двонивоске“ матрице
	Израчунавање детерминанте
	Детерминанта другог реда (две врсте и две колоне) се дефинише, тј. израчунава по пропису:
	.       (Д2.1.10)
	Детерминанта 3. реда израчунава се по обрасцу:
	,               (Д2.1.11а)
	У изразу (Д2.1.11) се не подразумева сабирање по индексу  (који се овде тиче -те врсте, који се произвољно бира, и који је фиксиран), док  представљају поддетерминанте полазне матрице када се из ње избришу -та врста и -та колона, чиме ове поддетермин...
	.              (Д2.1.11б)
	Тако десна страна (Д2.1.11б) постаје , нпр.:
	.     (Д2.1.12)
	Множење детерминанте скаларом
	,   (Д2.1.13)
	тј. множење се састоји у множењу свих елемената једне врсте, или једне колоне детерминанте. Детерминанта је једнака нули ако су (видети (Д2.1.11а,б)): елементи једне врсте (или једне колоне) сви једнаки нули, или ако су две врсте (или две колоне) међу...
	Додатак 8.1 Модели кубита
	НЕКИ ПРИМЕРИ:
	Сл. Д8.1.1 Правац вектора  - таласни вектор – је правац простирања ЕМ таласа (квантно: фотона). Раван управна на овај вектор је раван поларизације светлости (фотона). А раван је дводимензионална – само два вектора у равни (нпр., дуж оса  и ) могу бити...
	Додатак 9.1 Статистички нееквивалентни кубитови
	Додатак 10.1  О реверзибилном рачунању: дисипација енергије

